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INTRODUCERE 


Deşi in natură fenomenele sunt atât de numeroase și variate, se 
poate arăta că toate sunt manifestări a doar patru tipuri de interacțiuni 
sau, cum se mai spune în sens newtonian, de forte. Aceste interacțiuni în 
ordinea, crescândă a intensității lor, sunt următoarele : interacţiunea 
Na tera ionica, slabă, interacţiunea, electromagnetică, in- 

Fizica modernă arată că orice interacțiune este transmisă printr-un 
anumit câmp. Pământul, interacționează cu Soarele printr-un câmp gra- 
vitational ; sarcinile electrice, polii magnetici si curenţii electrici interac- 
 ţionează prin intermediul unui câmp electromagnetic ; particulele din- 
tr-un nucleu atomic (protonii şi neutronii) interacționează prin аза-пп- 
mitul câmp gluonie, iar particula neutrino, de exemplu, interacționează 
prin câmpul de interacţiune slabă. 1 

Câmpurile fizice sunt cuantificate, în sensul că ele reprezintă un 
ansamblu dinamic de particule (cuante de câmp). Interacțiunile dintre 
corpuri se realizează printr-un schimb de astfel de cuante de câmp si, din 
acest motiv, se spune că forţele de interacţiune au un caracter „de 
schimb”. Cu alte cuvinte, cuantele de câmp reprezintă mediatorii for- 
telor fizice fundamentale. 

Cele patru tipuri de interacțiuni, observate în natură, se numese 
interacțiuni fundamentale”, în sensul că mărimea fizică (forta, interac- 
tiunea, particula sau cuanta) asociată nu poate fi redusă la alte mărimi 
mai simple. În plus, legile clasice referitoare la mărimile fundamentale 
араг deosebit de simple (de exemplu, legea, atracției universale, а lui 
Newton, legea lui Coulomb, în electrostatică). ce 

Interacțiunile gravitaționale au o intensitate record de mică, au 
о rază mare de acțiune (practic infinită) si sunt universale, adică există 
la toate tipurile de corpuri cunoscute. În general, pentru caracterizarea 
intensității unei interacțiuni, în fizica cuantică se foloseşte o mărime adi- 
mensională, notată cu g si numită constantă de Миен SAW aunstaniă 
de cuplaj. În cazul interacțiunii gravitaționale, g^ = 1077. км cai 
purile ве atrag între ele datorită existenţei câmpului grav itationa ‚ € э 
pre care se admite că este format din particulele numite gras кр. 
teraetiunile gravitaționale se realizează deci prin schimb m gis C 
intre corpuri. Gravitonul nu a fost încă descoperit expel ч al. ане 
. Interacțiunile slabe, numite uneori gi interacțiuni de dezuntegre 
apar în toate tipurile de dezintegrării beta ale шш iaht ue een 
roase dezintegrári ale particulelor piedi e Si E Re шге бе 
procesele de interacţiune a neutrinilor (pai Чез u masa celorlalte pat- 
masa de тера neglijabil do mică în comparata si i (<< 10 m) 
ticule), Interacțiunea slabă ве manifestă pe distanțe 


şi are'constanta de cuplaj 2 = 10-14, Cuantele de intel мде sunt, 
i Lr. i 7 78. 
bosonii intermediari w și Дуговте recent, au fost puşi өү | 


Interacțiunile electromagne 


(ісе intervin în cadrul fenomenelor elec- 
trice si maenetice, : УХ 
A magnetice, au o rază mare de acţiune şi g? = e 
ui electr S ET 1 T 
lui d este totonul (particula 7). 
eraetiunile tari asigură legătura, pr i i ilor í 

е ы v шше tari asigură legătura protonilor sí neutronilor іп nu- 
ШО atomic ; se manifestă pe distanţa scurte (r & 10-!5 m) sí (2 = 1. Par- 

cu ae corespunzătoare este gluonul. AR 

i ja in urmat e, cu toată, diversitatea, fenomenelor naturii, acestea se 
E jS in una dintre cele patru categorii de interacțiuni. Pornind 

A йе c ++ te A. 1 L (d x4 : d A 
de la ideea uniţăţii lumii materiale, tendinţa fizicienilor este de a restrânge 
> шат ЖШ numărul acestor tipuri de interacțiuni, cu scopul de a realiza 
descrierea unitară a tuturor fenomenelor fizice. Deocamdată, se consideră 
că s-a realizat ,unifiearea" interacțiunilor electromagnetică si slabă in 
ceea ce se numeşte interacţiunea, „electroslabă”. În tabelul care urmează 
este reprezentată imaginea actuală а forţelor fundamentale din natură. 


Interacțiunea * Particula mediatoare Constanta de | Raza de | 
(forţa, câmpul) `: (cuanta de câmp) cuplaj (g2) | acțiune | 
Gravitationalá i gravitonul 10739 со | 
ТЕРТ: | 
| I 
Slabá 3 bosoni: W*, W-, 2° 10-14 | 10-15 пі 
Electroslabă: == 
Electromagneticá| ;fotonul ; | co 
ДЕР рй [ 137 
8 gluóoni:'gy gs...» fa | 
(schimb de gluoni între | 
Tare (nucleară). + .; ; quarcuri în interiorul nucleonilor) 1 | 10—15 | 
si | 
aa ED I | 
mezoni x, p (2x) o (Зл) | 
(schimb între nucleoni la exterior) | | 


În concluzie, fiecare. particulă (sau, în general, orice corp) gene- 
rează un câmp și acest câmp acţionează asupra altei particule. Este vorba 
deci despre o acţiune „locală, de la particulă la particulă, „din aproape 
în aproape” („prin contiguitate"), care se propagă cu viteză finită (în 
vid egală cu c), şi nu de o acţiune la distant, care s-ar propaga cu vi- 
teză infiniti. Au d. 

Їп această lucrare. se studiază interaofiunile gravitațională şi elec- 
tromagnetic, urmând, ca celelalte tipuri de interacțiuni să fie expuse în 
cadrul fizicii cuantice: Aceasta nu înseamnă însă că gravitația şi electro- 
magnetigmul nu ar avea vreun rol prineipal în procesele cuantice din univers. 

Într-adevăr, când se cerceteazá о porțiune foarte restrânsă din 
univerg, de exemplu, nucleul atomic, atomul sau molecula, se constată o 
structură, dominată de interacțiunile tari sau electromagnetice. Dacă 
este vorba însă de domenii mari, astronomice, se observă 0 preponderență 
a forțelor gravitaționale, forţele electromagnetice lind importante doar 
atunci când există medii extinse ionizate. liste intersant faptul că fot telo 

'avitaționale devin importante și la „nivelul cuantic”, în cazul câmpuri- 

r gravitaționale intenso, cum sunt oele din stelole neutronice (sau în 
Pulsari, adevărate „corpuri cuantice maoroscoploe ) sau din pr nei mo- 
mente ale unui nou proces do evoluţie („expansiune”) a universului. 
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l INTERACȚIUNEA GRAVITAȚIONALĂ 


1.1. Teoria clasică a gravitației 


І Legea newtoniană a atracției universale și câmpul gra- 
Vitafional. Teorema “lui Gauss 


Interacțiunea gravitaţională dintre două corpuri punctiforme de 
mase JM si, respectiv, m, situate lo distanţa v, este descrisă de legea atrac- 
еї (gravitaţiei) universale, descoperită de Newton, 


Mm = 
F = -e e, (1.12) 
pa 
A P Я ЕЕ 
unde € = — este versorul razei veetoare a corpului de masă m în raport 
p 


cu corpul de masă M (fig. 1.1 aj, iar G este constania gravitațională, 
G = 6,003: 10! N‘ m?- kg-?, 


determinată pentru prima dată de H. Cavendish (anul 1798), cu ajutorul 
unei balante de torsiune. Interacțiunea corpurilor este reciprocă, relația 
(1.1 a) indicând în realitate, existenţa a două forţe egale în modul, dar de 
sensuri contrare, in conformitate cu legea a treia a dinamicii, 
Fu TT iii 21; 

Aceste forţe sunt situate pe aceeași dreaptă ce trece prin punctele materi- 
ale considerate si sunt deci forte centrale. O alternat ivă a relației (1.1 а), 
pentru cazul în care nici unul dintre punctele materiale de mase m si М 
nu se află în originea, sistemului de coordonate, este (fig. 1.1 b), 


-e Ба 


Fa = iMm ad eoe КА алъ 
Ifa — np 


p 


| 


y ' | ar forţa ce acţionează asupra ma- 
'onsideránd, pentru moment, doar i e ră 

sei 3 иара ipoteza acţiunii din aproape in Aproape; se poate afirma 
н lin jurul ei û stare fizică numită câmp gra- 
că masa М produce în spaţiul ¢ Анн омар gta 
я clzat că Newton era adeptul acţiunii la distanţă, 
vitajional. Trebuie precizat că SX Иш ta BH 
hi 3 Maziu, de edtie Faraday, la 

1 câmp fizic fiind intuodusă mai târziu, e м абау, 1 

DO Ih DA electromagnetice. De altiel, in cadul scene ш 
are nu inter vin câmpul gi avita(lonale variabile iu timp, ambe e rens. 
rea ți (acţiunea la distanţă а gravitojIel şi interacţiune prin irtermediu 
câmpului gravitational) conduc la aceleași тано. orbes d 

| în jurul masei JM es să 
xiste Ampului gravitațional în jui il 9 

uu Ed $ t se ARIT asupra unel alte mase, de exemplu m, 
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Es 


Fig. 1.1 


adusă in acest domeniu. Probleme de tipul „există câmpul în jurul masei 
M chiar dacă în apropiere. nu .este adusă o masă de probă m pentru a 
dovedi existența, câmpului ?” nu prezintă interes în cadrul fizicii newto- 
niene. 
Prin definiţie, intensitatea câmpului gravitational (numită pe scurt 
câmpul gravitațional) f produs de masa M, într-un punct A, reprezintă 
forţa ce se exercită asupra unităţii de masă situate în punctul A (fig 11 b) : 


Br gu TU (1.3) 
m TE 


©, ^ 
Câmpul gravitational f are sensul opus versorului € care este dirì 
jat de la masa ce produce câmpul către punctul in care se calculează 
câmpul, Cu alte cuvinte, câmpul gravitational este întotdeauna dirijat 
către masa care îl produce, fiind un câmp de atracţie. Aşa cum relaţia 
(12) dă câmpul gravitațional ereat de particula de masă М, într-un punet 
situat la distanţa 7 de ea, ве poate asocia fiecărui punct de spaţiu un vec- 
tor f, astfel încât forfa gravitațională ce se exercită asupra unei mase oa- 
recare m să ве obțină inmul(ind această masă eu f, adică 


P тў. (1.3) 
În cazul prezenţei mai multor maso, M, My Ms, wi (fig. 1.3) 
pentru determinarea forfei totale ee acţionează asupra unei particule de 
“masă m, situată în A, se foloseşte principiul superpoei]iei (liniare) a ac- 
"fiunii forţelor, $i anume, 
x 


Pd PB + = m(fit fat fat ems 09 


unde n 
Bd лды Алды ру A 
= fn + fa+ fut = 6у Mi, 
ОЭ 


este câmpul gravitational rezultant. 

Câmpul gravitational poate fi reprezentat; intuitiv prin linii de 
câmp (linii de torţe) care sunt, prin definiție, curbele ce admit са tangentă, 
in fiecare punct, intensitatea câmpului din acel punct. Prin convenţie, 
densitatea liniilor de câmp (numărul liniilor de câmp ce trec normal prin 
unitatea de suprafață) este proporţională cu intensitatea câmpului. În 
figura 1.3 este. reprezentat câmpul (central) din jurul unei mase puncti- 
forme sau .зѓегісе izolate. Cu linii punctate sunt trasate suprafeţele echipo- 
tentiale.. În figura 1.4 sunt reprezentate liniile de câmp şi suprafeţele echi- 
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` 
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Fig. 1.5 


potenţiale ale câmpului gravitațional rezultant produs de Pământ si 
Lună, în punctul N (punct neutru), câmpul rezultant fiind nul. 

E Priu definiţie, fluxul câmpului gravitational, ф,, printr-o suprafată 
S, este dat de relaţia 


Zn as = \\ў-я5 (1.5) 


Și reprezintă numărul de linii de câmp ce trec normal prin suprafața 5. 

În conrormitate cu figura 1.5, fluxul elementar creat de masa M, 

prin supratata infinitezimală dS, „văzută” din M sub unghiul solid 20, 

este l 
dy, = f. dS — f . AAS = f dS cos(r — ә) = 


= —f dS cos «= ~f dS; = сез dS, = —GM ао. (1.6) 
7 


Dacă М este în interiorul suprafeței închise S, atunci ве obţine teorema lui 
Gauss pentru câmpul gravitational 


ф == di б ds = —4т GM (1.7) 
Я S 


вап, prin generalizare, având în vedere principiul superpozitiei (1.4), 
pentru mai multe mase M, situate în interiorul suprateţei închise, 


ф e —4т@ Y, М, (1.7 a) 


sau, încă, pentru o distribuție continuă de masă cu densitatea р„, 


jy v en А От(20, y, 2) dV, (1.7 b) 


Folosind teorema de transformare а unei integrale pe o supratatá închisă 
într-o integrală de volum (teorema Green-Gauss-Ostrogradski), 


$7 ‚8 = pje lava 7 dY, 


unde VF este inehia ; 

locală АЮ inchis de suprafata 5, din (1.7 b) se obţine forma 
faq. ee из à) а teoremei lui Gauss pentru câmpul gravitational 
айо (independent de timp, ereat de corpuri fixe) 


Vf = div f = — 42G pm. (1.8) 


Existenţa formei locale a teoremei lui Gauss este legată de admiterea 
conceptului de câmp gravitațional, deci de propagare din aproape în 
aproape a interacțiunii gravitaționale. Densitatea de masă, deci masa 
corpurilor, reprezintă sursa („sarcina gravitaţională) câmpului gravita 
tional, generatorul” liniilor de câmp. i 3 


1.1.2. Energia potențială gravitațională și potențialul 
gravitațional 


şi nu depinde decăt de distanţă, rezultă că ea este o forță conservativ: 
Ca urmare, se defineşte energia potenţială gravitaţională U, prin relaţiile 


Deoarece forta gravitaţională dată de ecuaţia (1.1) este centrală 


еа Мт à ——grd Uz VU, 
r2 
U 4 
F, na ,,.8U ——G Mm A jar = GMm | d E (1.9) 
5 à r2 
0 co 
perdo Mm { 
m 


unde s-a presupus că energia potenţială a sistemului compus din masele 
M si m este nulă, când distanţa dintre mase este foarte mare (r = Y^: 
' Prin definiţie, potenţialul gravitațional, po, creat de o masă M , 
într-un punct la distanţa r de ea, reprezintă energia potenţială a unităţii 

de masă situată în acel punct 
U —G x (1410) 


Фо = = 


m r 


în cazul prezenței mai multor mase (fig. 1.2), potențialul gravita- 
tional rezultant într-un punot А este dat de relațiile (principiul superpo- 


ziției potenjialelor) 


9, = Put Pa + dat ``` 
«(A M, | Ms D» «265 А, (1.11) 


' P 
n Ta їз : 


(1.8) şi (1,10) rezultă legătura dintre câmpul ў 


Din ecuațiile (1.6), 
potenţialul gravitațional ua 
j--gnd Ф = УФ 12 
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>` A 1 X 1 
Pentru o “Мота particulă, 


; Че masă, М, se obţine 


0 Qu M 


Беи andi 


. (1.12 a 
or p2 


inlocuind J din (1.12) in eeuatia Gauss (1.8) se obține ecuaţia lui Poisson, 


V?o, = АФ, == 4nG р. (1.1 3) 

De а MIU ds vli « ‚ 4 
Potentialul gravitational este o mărime « 'alar si, din acest mo- 
Uv, este util in studiul câmpului gravitațional creat de un sistem de cor- 


puri (v. relația (1.11)). Cunoscánd potentialul, cu ajutorul relațiilor (1.12) 
se determină intensitatea câmpului gravitational. 


О suprafață echipotenţială, gravitaţională reprezintă ansamblul 
(locul geometric) punctelor din Spațiu in care potenţialul gravitational 
ате aceeaşi valoare 

P(T) = ф(@, y, 2) = constant — C. (1.14 а) 
Fie două suprafețe echipotentiale infinitezimal apropiate (fig. 1.62), 
PaL, у, 2) = 01, ода, Y, г) = Cs. (1.14 b) 


Dacă o particulă se deplasează dintr-un punct JM, situat pe Cı, într-un 
punct oarecare N, situat pe C,, potenţialul o, suferă variația 


de, = €, — C, (1.15) 


Fig. 1,0 


Areia Îi cores iati 
călelă îi corespunde o variaţie po unitatea de 


do, 0; (0l 
di FONS. (1.16) 


lungime 


Când punctele M şi N’ 


i še află pe normal; 
derivata potenţialului | MA 


Д A, comună, celor două suprafete 
Jy tb sUprare 
după normala MN i i 


' ңе obține din relaţia 
do, de, dn do, 

= = کل‎ —— £4 cos 0 T 
ds dn ds dn ; zu 


on i. ' i ee ns 
dn = ds cos 0 (fig. 1.62). Se observă єй— 
[kn iE | Er dn 
reprezinta valoarea maximă (pentru cos 0 = 1) a derivatei directionale 
a lui o, Introducând versorul 5 
tentiale in M, respectiv in N' 
gradientului unei funcţii, 


unde s-a avut în vedere că 


; perpendicular la suprafeţele echipo- 
» se poate serie, in conformitate cu definiţia 


do, = 
grad o, = —— m, (1.18 a) 
dn 


de unde rezultă că gradientul este un vector perpendicular la suprafața 
echipotențială (1.14 a). Prin urmare, suprafețele echipotentiale sunt per- 
pendiculare pe liniile de câmp. În cazul unui punct material, când poten- 
ţialul este dat de relația (1.10), suprafețele echipotentiale sunt sferele 
^ — const, asa cum sunt reprezentate în figura 1.3 prin linii punctate. 
Justificarea tizică cea mai simplă a faptului că suprafețele echipotentiale 
sunt perpendiculare pe liniile de câmp este următoarea. Când o particulă 
se deplasează dintr-un punct într-un alt punct infinitezimal apropiat, 
situat pe aceeaşi suprafaţă echipotenţială, lucrul mecanic efectuat de 
torțele gravitaționale asupra particulei (si egal cu variaţia energiei poten- 
tiale) este nul, de unde rezultă că forţa este perpendiculară pe direcţia de 
sare А : 
EN cU. potenţialul $i câmpul create de un парою gravita- 
tional (fig. 1.6 b) (m, = ms = т) se determină asttel. Ба alege yn sistem 
de axe de coordonate ca în figura 1.6 b. Aplicând шша superpozitiei 
potenfialelor, se poate serie, pentru un punct oarecare Р, 


1 1 " 
LE [ez el, = 118 b 
9; (C —Gm ( "n | "y | , ( ) 
unde ЕРЕ Im 1 NH 118 o) 
5m Via Tai fes | (@ + a)? Ty. о < 
а Ку. : 


р а ste indicat în figura 
A ууа i Wu @ € (— о, | со) este inc ; А 5 
ш МАША, E determină pe baza relaţiei (1.12), si anume 
‚6с, Intensitatea C. 

0 = @ UG NS 
д „| т وت‎ 
fame o 207 == —(m т — a) -+ yepe [(Ф 2F a)? y? 
on (118 d) 
0 сй ИЯ mem v M n d ml Ў 
СЕ з = — Gn To = ape lot a)? у] 

y Ak i is 

ij "ul axei 2. 
Câmpul are o simetrie de revoluție in Juru 
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118 


“атра gravitational creat 
ŞI operația de renormare. ( 
corpuri oarecare 


de un plan material infinit 
ampul gravitational creat de 


бел miden (HS C 
Se consideră un plan infinit, de densitate masică superficială, 
dm 
Om = (1.19) 
ds d 


2 X Е RA Sa ос 4 ^ 

y^ Penti ua determina potenţialul într-un punct P, se divizează pla- 
nui în inele concentrice cu 0, proiecția lui P in plan (fig. 1.7). Un inel 
arecare aro raza Р ornai n ` ys ч Tan nfi zi 
oarecare are raza F, grosimea dR si creează in P potenţialul infinitezimal 


dm TG om RAR 
do, = —G — = E а ^. (1.20) 
r (2° + R2)? 
Potenţialul creat de întregul plan se determină prin integrare 
со 
RAR à 
9; = — nG om = — = — 270 oml — 2). (1.21) 
(22 -- R2)/2 


0 
Se observă că în potential intervine un termen infinit, dar constant. Deoa- 
rece, in general, interesează doar diferența de potential între punct si 
plan (mărime ce se măsoară practic), se omite termenul infinit; si se obține 
` Фф = e; — (—2т@встъсо) = rC сц. (1.22) 


Acest procedeu, prin care se fac operaţii cu mărimi infinite, їп cazul par- 
ticular considerat atribuind o valoare nulă potenţialului planului, se nu- 
meste renormare. O operaţie analoagă apare, in special, în fizica cuantică, 
unde posibilitatea eliminării unei mărimi divergente sau infinite consti- 
tuie un criteriu de a caracteriza o teorie. 

Folosind legătura dintre câmp şi potenţial, se obţine expresia in- 
tensitátii câmpului gravitational 


09; Т = — 2r G o, E, (1.23) 


unde Т este versorul axei s. Prin 
urmare, câmpul creat de un plan 
este uniform, constant, independent 
dé punct, pentru s > 0. Pentru 
2 < 0, sunt evidente relaţiile : 


i ^ Y T 
q, == —2n Gant f 326 anh. 
(1.24) 


Se observă că operaţia de re- 
normare nu influențează intensitatea 
câmpului. 

` 1n cazul unui corp oarecare, de 
densitate pí(") şi volum ү, câmpu 


|- 


gravitațional se calcule; 


с 


mulele V, pe baza principiului 


superpozitiei, după for 


ӘЧ i | s ay 
i Sa G | en(7) | 
r 


) 
Ј = — grad 9, (1.25) 


Pe baza acestor T 
A. ала acestor "ele А Жү У » ` 2 А 
uniformă de masă, c relații, se poate arăta, de exemplu, că o distribuţie 
și um potenti: pug Cu simetrie sferică, creează în exteriorul ei un câmp 
Н соаг As m gravitational identice cu cele create de o particulă având 
telor in Wer онш у EU sferei. Din acest motiv, mișcarea plane- 
X gravitational al Soarelui se considerá c iscar 

шо tional al Soarelui se consideră ca mişcare a unor 

puncte materiale. a ран 


1.1.4. Mișcarea corpurilor sub acțiunea interacțiunii gravita- 
tionale si energia totală 
i Energia totală a unui sistem format din două particule de mase m 
51, respectiv, m», aflate numai în interacțiune gravitaţională, este 
1 ; 1 z тут, 
W == тид += т — G2. (1.26) 
2 2 т 


Pentru un sistem format dintr-un număr oarecare de particule, genera- 
lizarea este evidentă 


Mimi 


Wiss XL -> Уу Уе". (1.27) 


ij j£ Tij 
În cazul a două partiċule, raportând mişcarea lor la un sistem de 
referință legat de centrul de masă al sistemului, energia totală se scrie 
sub forma 


1 mam; e 
W = ш – 0—2, (1.28) 
2 ۳12 
unde и = MM2 . este masa redusă, vı este viteza relativă à par- 
m, +- ms 


ticulelor, iar 7,5 este distanţa dintre particule. Dacă 
m,z M > т zm, 
1 entr asă al sistemului şi viteza 
mnei u Z se află practic în centrul de masă : Şi vitez 
e porc A fi ОША cu viteza v a particulei de masă m în raport 
eu centrul de masă. Energia totală devine 


iL 2 l ML Й ( Q 9) 
(Me 4 — б mM 1.39) 
NW = mo , 


unde в-а notat ^" = f^. tioula se de lasează pe o orbită cireu- 

ticular, când particula se deplasează P? ea 
lará Au DAT IOLA cum este de exemplu, într-o primă aproxima 
f D 
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ție, muisearea unei planete în jurul Soarelui, există un echilibru între forta 
centrifugal şi forţa gravitațională, 


mo? , mM 
— = -——.: (1.30) 
2 r 7? 
Inloeuind această relaţie in (1.29), se obţine 
i mM 
W = —Q- SrA (1.31) 
2r | 


adică energia totală este negativă. Acest rezultat are un caracter mai 
general şi anume (teorema Bertrand): în câmpul gravitational, oricărei 
orbite închise (în particular, eliptice) îi corespunde o energie totală nega- 
tivă (Т < 0), dacă energia potenţială este definiti astfel încât U (r — 
== со) —0-— see 
n Din punct de vedere fizic, faptul că traiectoria (orbita) este închisă 
inseamnă că energia cinetică a corpului nu este suficientă în nici un punct 
de pe orbită pentru ca particula să se poată deplasa spre infinit, transfor- 
mându-şi energia cinetică in energie potenţială, învingând astfel atracția 
gravitaţională. i 

În cazul în care energia totală este pozitivă (W > 0), particula se 
poate deplasa spre infinit, păstrând chiar o parte din energia cinetică 


1 5 
JT Б ЧО (1.82) 


Traiectoria particulei este acum о hiperbolă. Mişcarea particulei poate fi 
concepută şi în sens invers : particula de masă m, situată iniţial la o dis- 
tantá foarte mare (r = co) de M, se apropie cu viteza inițială vo (numită 
viteză, de apropiere) de M, mieşorându-și energia potenţială, care devine 
negativă si mărindu-şi energia cinetică până atinge valoarea maximă în 
punctul în саге m si M sunt cele mai apropiate (pericentru), punct ce de- 
pinde de momentul cinetic al particulei (vezi paragraful 1.3.6 din vol. 1). 
Apoi, particula începe să se îndepărteze, pierde din energia cinetică, care, 


la distanțe mari, redevine —- Mva: 


În cazul in care energia totală este zero (W = 0), din relaţia (1.29) 
rezultă că v, — 0. Orbita este atunci o parabolă si corespunde cazului 
când particula de masă m este lansată de la o anumită distanţă în raport 
cu masa M, cu o astfel de viteză iniţială, încât energia ei cinetică să йе 
egală cu energia potenţială, iar momentul cinetic să ће diferit de zero. 

În figura 1.8 sunt reprezentate cele trei cazuri posibile pentru ener- 
gii şi tipurile corespunzătoare de orbite. mor. 

Aceste cazuri sunt importante pentru lansarea sateliților artificiali 
pe diferite orbite. Mai întâi satelitul este lansat pe verticală până la о 
înălţime h, după care i ве imprimă (într-un punct A, figura 1.9) о viteză 
5, orizontală, Energia totală a satelitului în punctul A este 


1 Ў mM 
W =—— moj — a — 
9 


(1.33) 
2 RAN 


м 


unde R este raza Pământului. în toate cazurile, centrul Pământului (cen- 


trul masei M) este în unul dintre foearele orbitei. Dacă energia cinetică 
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Elipsă 


Fig. 1.10 


Fig. 1.9 


este prea mică, traiectoria eliptică va intersecta Pământul. În cazul con- 
trar, satelitul se va deplasa pe o orbită închisă sau va scăpa” de atracția 
Pământului, în funcţie de valoarea lui vo; ali 
: Se poate arăta că variaţia distanţei 7, dintre centrul câmpului (masa 
M ) si corpul de masă m, în funcţie de unghiul polar 0, este dată de ecua- 
ţia (vezi vol. 1. pag. 83) 


dr m?r* [2 m D 
Qum TW UU mue 134 
(5) LA ns (r) E (1.34) 


unde L este momentul cinetic al particulei. Pe de altă parte, ecuaţia unei 
secţiuni conice, în coordonate polare cu originea în unul din focare (fig. 
tru forţele de atracţie, U « 0) 


1.10), este (pen 
| ed р д cos б sau cesta p ao (1.35) 
r 
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ш ола ' 


iar 


unde e es MĂ T E 

Wow doe exeentrieitatea, d distanţa de la focar la directoare, 

rela; ed parametrul orbitei. Considerând derivata în raport cu ð a primei 
atli, se obţine 


ed. dr 


— سے ست‎ = —esin 0, 
r? d0 
de unde 
E- (1.36) 
d0 d? 
inloeuind (1.36) in (1.34), se poate serie 
; m?d? ( 2 L? 
Sina E y UT (ye = 19574 
Г? | m l u d er) 


Din (1.35) se obtine succesiv 


d 1 
cos 02 — ——, 
T e 


si, înlocuind în relaţia (1.37), se poate serie 


е aha 2 F 2 TTA 
5 Мегас Ата Я U(v), 


de unde, prin identificare, rezultă 


uv cud iz (1.38) 
2d2m е? 
Și 
oa = 28 Еа (1.39) 
mde r 


Prin urmare, condiţia ca o particulă să aibă ca traiectorie о secti- 
une conică având centrul câmpului de torţe (centrul masei M) în unul 
dintre focare, este ca, energia potenţială să aibă forma 


ا 
și forța să fie‏ 
(Тї) = = QU А) du‏ 
gr т?‏ 


Acest rezultat generalizează prima lege а lui Kepler (orbita unei planete 
este o elipsă), astfel încât să includă, hiperbola. şi parabola, са forme posi- 
bile de traiectorii în câmpul forțelor gravitaționale. 


i A 
N 
Traiectoria lui m N ^« 
sub acțiunea unei ag Traiectoria lui m sub 
forțe de respingere N j actiunea unei forte de 
__—— ө ЫЕ M atractie 
—— k , 
а У Ф—- رھ‎ 
pos X 
^ N 
96 N 
Fig. 1.11 


уе observă că relaţia (1.38) este în concordanță cu cazurile conside- 
rate mai sus în legătură cu dependenţa formei orbitei de energia totală. 
Într-adevăr, pentru e — 1 (elipsă), rezultă W < 0; pentru e — 1 (para- 
bolă), W = 0 si pentru e — 1 (hiperbolá), W — 0. 

Mai trebuie remarcat că hiperbola are două ramuri (fig. 1.11): o 
ramură (cea mai apropiată de centrul forţelor si care înconjoară” acest 
centru) corespunde forțelor de atracţie, iar cealaltă ramură corespunde 


const const 
LJ у (== 
т? T 


forțelor de respingere (2 = > 0; cum este în cazul 


fuziei particulelor ама). Pentru forţele de respingere, energia totală 


st 
У c = mo? + ЕВЕ 


este întotdeauna pozitivă și nu sunt posibile orbite 

2 

închise. | i 
Se poate arăta că există doar două tipuri de câmpuri centrale in 

care toate traiectoriile finite sunt închise. Acestea sunt câmpurile în care 


s $ 1 i 
energia potenţială a unei particule este proporțională cu 5 mai exaet, 


const 


7 = 


De exemplu, orbita Pământului (şi, la: fel, pentru ана vi ; 
o elipsă perfectă (in particular un cere, € = 0, pentru o anumiti RN: 
a energiei W), dacă nu ar fi şi forte perturbatoare, eum sunt fortele exet 
де Де plantele vecine. Aceste perturbații au fost еш cu шешн 
| icii i si pot ti reduse, într-o primă аргохипа- 
ei darul mecanicii cerești $1 pot - luse, prin ' 
vo А În primul rând, orbita eliptică a unei planete nu exta 
E, axa mare Я elipsei rotindu-se lent (аза cum se mai spune, е М 
o n da recesie) în jurul focarului in care se all Soarele. деа 
a de deplasarea periheliului тош ишш ч аш 
: ае {1 fie. 1.12). De exemplu, zu 
i e) planetei respective (fig. l.l a 
Me Mee E care efectul este relativ mare, deoarece асеаѕ 
planetei Mercur, pentru TS dd 
planetă este cea mai apropiată de Soare, perihe 


iei 1 a gravi- 
jmativ 2° ‚ їп cadrul teoriei newtoniene 
precesie de aproximativ 2° pe secol 


< 0, adică forţă de atracţie Ё cu 7? (cazul forțelor elastice). 
; € 
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ص 


Fig. 1.13 


Uatiei, având in vedere perturbațiile produse de celelalte planete, rezultă 
9 deplasare a periheliului cu 43” pe secol mai mică decât cea observată 
de 2°. După cum se va arăta tot în acest capitol, teoria mai exactă a gra- 
vitatiei, aşa-numita teorie a relativităţii generale a lui Einstein, explică 
in intregime deplasarea periheliului. Pentru celelalte planete, mai depár- 
tate de Soare, efectul relativist este mic. 

In al doilea ránd, un alt efect al perturbatiilor este variația perio- 
dică (pentru Pământ perioada fiind de 105 ani) a excentricitátii elipsei, 
în jurul valorii sale medii (fig. 1.13). 

Desi aceste efecte sunt mici, în cazul Pământului, de exemplu, ele 
produc o schimbare lentă a condiţiilor de climă, fapt confirmat de geofi- 
zicieni, care au studiat diferite straturi ale scoarţei terestre. 

În tabelul 1.1 sunt date principalele caracteristici ale sistemului 
solar, unde unitatea astronomică reprezintă: 1 UA = 1,495 .10" m, iar 
raza medie a orbitei este dată în raport cu Pământul. 


Tabelul 


5,97+100 | 5,6105 | 7,82.10* BOLO 0.250. 


Pluton 


E 37 : 
- Raza M Perioada de | Perioada de | Raza medie |Excentri- 
Corpul medie ; ава rotaţie revoluţie a orbitei |citatea e | 
astro-fizic (а) (kg) (5) (s) б) a orbitei! 
| 
Soarele | 6,96 -108 1,98 -1030 2,3-10$ -— lun cms ape | 
аа о PITE emm pl И | | 
Mercur 2,34.105 3,28 .10?? 5,03 108 76.106 5,79 -10 | 0,206 | 
E р а а. а 2, JE. : Е ES Au | 
: 33031 [10,007 | 
Venus | 6,260400 [4,893104 | 2309 [tudor — | 1,084108. | 0,007 | 
Pământul | 6,37.10* 5,08 1024 8,043104 — 13,16 10* | 1,493103: 10,017. | 
(1 UA) B — 
Marte 3,200 | 6,401009. | 8,80/10* | 5,94107 | 328.109. | 0,003. | 
—— 9 — Е — | не —À | n — | m ———— ани ЖОЛЫН ЛҮ. | | 
‹ 83.74.108 17.78.1011 | 0,049 
Jupiter. | GIL | 1,8 109. 9.56107 Мал LD а 
ppt asi gat ВЕЙ Р : > | 5 
sup — 5240" CE E c do rion (ои 
| / 41025 3,85 1014 2,60 .10* 2,87 109 0,046 | 
Uranus 0347 305, ВШ! CLUE [| BINE) ico unm 
104 5,9 10*. |4,5109* , | 0,005 | 
24.10? 1,05 .10%6 5,600.10 A A А А ОМА 5. за 
Neptun | 2,2410” | 169 | m | 
| 
| 


7,9410? 2,36 10% 2,36 109 3,84108 0,055 


Luna 


е refer ja relativistă a câmpului 
ө urmează se referă la teoria stă a 
го remarcat că teoria clasică a gravitaţiei înseamnă 


Capitolu 
itational. 


legea atracției universale, a lui Ne 
la distanță) completată cu 
ideea acţiunii locale 
gravitațională a corpurilor. 


Newton (ce contine conceptul de acţiune 
i noţiunea de câmp gravitațional, ce exprimă 
‚ ain aproape 11 аргоаре, in procesul de interacțiune 


o T ur АРЛЕТ 
ыа " relativităţii generale ea teorie relativistă 
а gravitației 


— 
L2 


a Principiul relativității generalizate și principiul 
echivalentei 


Incercarea de a explica deplasarea suplimentară (în raport cu teoria 
newtoniană a gravitaţiei şi mecanica clasică) a periheliului planetei Mercur 
luând în consideraţie teoria relativităţii restrânse (variația masei cu vi- 
teza, legea a doua a mecanicii relativiste etc.) a condus doar la găsirea 
unor corectii de aproximativ 7” într-un secol, deci departe de valoarea 
observată de 43”. Un rezultat exact s-a obţinut în cadrul teoriei relati- 
vitàtii generale, din care se vor expune câteva elemente in cele ce ur- 
mează. 

In anul 1916, Albert Einstein a generalizat principiul relativităţii 
restrânse la toate mişcările relative, indiferent dacă sunt raportate la sis- 
teme inertiale sau la sisteme neinerţiale. Astfel, a apărut teoria relativi- 
talî generalizate la baza căreia stau două principii : principiul relatirității 
generalizate şi principiul echivalentei locale dintre forțele de inerție si fortele 
de gravitație (numit si principiul echivalentei dintre masa inertiali si masa 
gravitaţională). з 

Principiul relativităţii generalizate afirmă următoarele : legile generale 
ale naturii trebuie să aibă aceeaşi formă în orice sistem de referință (sau 
de coordonate), adică ele trebuie să fie invariante (covariante) în raport cu 
orice transformare de coordonate. Cu alte cuvinte, legile oricăror feno- 
mene fizice trebuie să se exprime într-o astiel de tormă, încât ele să ће 
adevărate pentru orice sisteme, indiferent care ar Îi mişcarea lor relativă. 

Al doilea principiu al relativităţii gene ale, principiul echivalentei, 
afirmă că masele gravitaţională si inertial sunt egale. Mai întăi trebuie 
precizat, fără a intra în detalii, că se pot defini, după metoda de M: 
rare, trei tipuri (aspecte) de masă : inerțială, gravitaţională pasivă Şi gra- 
vitationalá activá. Masa iner(iali (numită si masă inertă), ma este mări- 
mea care se introduce (si se defineşte) cu ajutorul legii a doua a lui 
Newton, Ё = A m (clasică sau relativist-restrânsă), în care însă in- 
tervin forţe 2 1 depind de masă, de exemplu forțe de natură electro- 


magnetică, Маза gravitaţională pasivă, Mep, Peprezintă masa asupra că- 
reia acţionează câmpul gravitațional, adică masa definită prin relația 
“ ] А 46 [i ^ 


p es ть} = — Maggi răul фе, (1.40) 


activă, Myar reprezintă masa сате este sursa câmpului 


Masa gravitationalá y T TE 
asa gravitati У intră în ecuaţiile Gauss şi Poisson 


gravitational și deci este шави care 
(v. relaţiile (1,8) 5i (1,13)). 


Zf = 4700 pas ®® = 4nG от. (1.41) 


25 


Cu aceste noțiuni, forta 
corp situat în câmpul gravit 


gravitaţională ce acționează asupra unui 
ational al Pământului, se serie astfel : 
M s 


A] á ' e 
! Ep g Mop = Map * f = m- d, (1.42) 


unde M,, est 6 masa oravitati 1 ivă Pám i 
za охе masa gravitațională (activă) a Pământului, Mp este masa, 


gravitațională (pasivă) a cor 1, Mı en | ială 

si dis \ pură) А corpului, ти este masa inerțială a corpului, 7 
аб “апа dintre corp si centrul Pământului, f este acceleraţia (inten- 
sitatea campului) gravitaţională, iar a este accelerația dobândită de corp 
in câmpul gravitational. : 


In fizica newtoniană, legea acţiunii si reacţiunii, 


Moa T Y Mga 
Map = G 


pa 72 


Р = G 


М (1.43) 
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presupune egalitatea | mai exact, proportionalitatea X1 = —? 


" 1 34: Jes Ё 27 - ces . . n 28 т 
maselor gravitaționale activă SL pasivă, iar, mai departe, egalit 
acestora cu masa inertialà mı, adică, i 


«Lt 


Mga = Map = Ma = Mi = т, (1.44) 


constituie un fapt empiric (experimental), întâmplător, fără să aibă vreo 


гафіеі corpurilor în cădere liberă în câmp gravitational nu au o m: 
exactitate. Din acest motiv, în anul 1887, R. Eótvós etectuează un expe- 
riment mai exact, bazat pe analiza detaliată a forțelor ce acţionează asu- 
pra unui corp în raport cu Pământul, care, datorită rotației sale, consti- 
tuie un sistem de referință neinertial. 

Se consideră un corp de masă m, situat la suprafaţa Pământului, 
într-un punct Р, la latitudine « (fig. 1.14). Asupra corpului acționează, 

TEn M SUO de nd 

în afară de forţa gravitaţională F == б "ар, Și forja centritugă de 


T 
nerpie 
ep = mot = nuw? R COS a (1.45) 
unde Jè 8i о sunt raza gi, respeetiv, viteza unghiulară ale Pământului ; 
r = R cos g reprezintă distanța de la corp la axa de rotaţie a Piumântului. 
Acceleratia de cădere liberă a corpurilor, f, observată în raport cu 
Pământul, si deci greutatea corpurilor, sunt determinate de rezultanta 
à 


Fu 


P чи P, = тај -F пио? y : mg, (1 46) 


ef 


care, evident, se numește forță de greutate si deci reprezintă о combi- 
= 3 Д n M ‚ 
nație „complicată? de maps mu J ete. 
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Fig. 1.14 


т^ Е р м H v 4 
ua adevărat cá deosebirea, dintre greutatea mg și forţa de atr: 
fie gravitațională a Pământului, JH, nu este mare 169 у pie фон 
fuga de inertie este mult mai mică, decât mg. d gaj Ca ROS Sote, шыт 

Direcţia forţei mg, într-un anumit loc de pe Pământ, coinei 
direcţia unui fir întins prin atârnarea unui corp si se АТА А 
locului respectiv. Forţa F este dirijată spre centrul Pământului in em к 
cide cu verticala numai la ecuator şi poli. Din cauza abaterii dcs e 
ricitate a Pământului („jturtirea” Pământului), însăşi forta F se schimbà 
cu latitudinea, la ecuator fiind cu aproximativ 0,2%, mai miei decát la 
poli. Acceleratia g a căderii libere se schimbă cu latitudinea între limitele 
9,780 m/s? la ecuator şi 9,832 m/s? la poli. Valoarea g — 9,80665 m/s? este 
considerată ca valoare normală (standard) a accelerației de cădere liberă. 
O măsurare cu exactitate mare a lui f, într-un anumit loe de pe 
Pământ si pentru diverse corpuri, ar confirma egalitatea (1.44). Într-ade- 
văr, din figura 1.14 se observă că, din egalitatea pentru diverse corpuri (de 
naturi diferite, cu structuri nucleare diferite) a lui 9, rezultă şi egalitatea 
aecelerafiilor f (vezi relaţia (1.42)), deoarece triunghiurile constituite cu 
vectorii F gi mg, pentru aiversele corpuri, sunt asemenea (unghiurile a si 
۾‎ pentru toate corpurile, in punetul dat, sunt aceleaşi). Prin urmare, ra- 
- 3 

portul — = este același pentru tonto corpurile, Dar, după cum 
8-9) dM, AE g nu pau realizat măsurători de precizie mare. 
Pentru veriticarea principiului echivalenfei, Râtvâs a folosit o 
balanță (pendul) de torsiune © opul Че & compara direct raportul = 
pentru două corpuri diferite. Din figura DIM 
centritugă pe direrția (V), 5 obține 
Туу = Jcor d 


Man 


u 8C 
ultă că, proieetànd forta 


— mo? Roosta = A m, (1.47) 
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unde, 


enir › 
pentru un loi dat, eu A s-a notat constanta (accelerația) 


A uf Cor А 
Eötvös а atn. : : 

tvös a efectuat experimentul la latitudinea z 45'. În acest caz ege- 
fici ; ; D AD AFER M 
ICcientul А este de aproximativ 100 ori mai mic decât f С. 


R 


va ^ 1 . . . 
Proiectând №. pe direcţia (07), se obține 

К = | T E. 2 ^» T! 2. 
co! = Per SIN а = mo?R cos «sin a = В m, 


unde B = o?R cos asin o. Pentru « — 455 A = B. 


. ln experimentul Eötvös, de un fir de torsiun 
orizontală, 1а extremitățile căreia se 
egale, dar de naturi diferite ( 


e este atârnată, o tijă 
aflá două corpuri de mase cât mai 
de exemplu, din plumb și, respectiv, din pla- 
tină) (fig. 1.15). De fir este fixată o oglindă pentru citirea deviatiei (rota- 
tiei) tijei in plan orizontal, cu ajutorul unei raze de lumină. Bratele 7 
Şi l” sunt alese astfel încât tija să fie orizontală si în echilibru. Condiţia de 
echilibru în raport cu componentele forțelor după V’ (absenţa rotației 
plan vertical) este 


(mf — mA) = (mf — тА)”. (1.48) 


Aparatul se orientează, astfel încât tija să tie perpendiculară pe planul 
meridian (у. fig. 1.15). Atunci, componentele orizontale ale forţelor cen 
trifuge de inerție creează momentul de torsiune 


Mr = ВІ — m; ВІ”. (1.49) 


з Substituind |" din (1.49), cu aju- 
T torul ecuației (1.48) se obține 


б í m, . | E 
Ir — xS A 
torsiune SA mi 
A Mr =m, BV| 1 — таай 
т, 
e lu] 
т; 


(1.50) 


Din această relaţie rezultă că, în 
'azul în care raportul dintre masele 
gravitaţională si inertial ale celor 
două corpuri este acelaşi (principiul 
echivalenţei), adică 


Lă "| 
m т E 
— = — const, (1.51) 
, te 
т; m, 


indiferent de natura corpurilor, 
Colimator momentul fortelor care rüsuceste 
4 firul in plan orizontal trebuie să fie 


т, 7 à D 
zero. Dacă raportul — pentru cele 
É Fig..1.15 mi 


două corpuri Asi an Ris «d ТИЕЛИ СЫ 
AA UTEM SDN P juu echivalentei nu ar ti adevárat), 
momentul de răsucire si-ar schimba i ү кы, ciu eu PRX 
din pozitia ei iniţială Ab f НИ; ‹ ея si raza de lumină s-ar deplasa 

Comparând diverse E igla gradată. | e 
ca etalon), Eótvós nu NNUS аини (corpul din platină fiind lăsat 
тоге tijel orizontale ч / S r Tasucireg firului de torsiune şi deci nici 
atirme că raportul m Imi ДЕ puri ч de probă. Acest rezultat i-a, permis să 
tate de 10-3. alu este acelaşi pentru toate corpurile cu o exacti- 

In Ann 1961 —1964, R. Dicke a perfecționat metoda lui Eötvös, 
pentru crearea ipoteticului moment de răsucire, folosind câmpul gravita- 
tional al Soarelui şi forţa centrifugá de inerție datorată mişcării orbitale 
(de revoluţie) a Pământului. Ca rezultat al măsurătorilor sale, Dicke a 
ajuns la concluzia că raportul m,|m, este același pentru toate corpurile, 
cu precizie de 10-11. Mai recent, V. B. Braginsky si V. I. Panov au ridicat 
precizia determinării constanfei acestui raport la 10-12. 

Egalitatea maselor inertá si gravitaţională, care poartă un caracter 
întâmplător în fizica clasică, stă la baza teoriei relativiste a gravitaţiei, 
teoria relativităţii generale. Din principiul echivalentei rezultă cá un ob- 
servator, ce se află într-un sistem de referință oarecare, nu poate distinge 
forţa gravitaţională generată de un câmp uniform (si acţionând în inte- 
riorul sistemului într-o anumită direcţie) de forțele de inerție produse de 
mişcarea, rectilinie uniform-acceleratà a sistemului, în direcţie opusă. De 
exemplu, fie un observator ce se află într-o cabină închisă, departe de 
orice corp exterior, care se deplasează cu acceleraţia — f într-o direcţie 
care să fie numită „în sus" (fig. 1.16). Atunci toate corpurile ce se află in 
interiorul cabinei se vor comporta ca şi cum asupra lor ar acţiona о forţă 
(de inerție, proporţională cu masa) mf. În particular, un resort la extre- 
mitatea căruia, este atârnat un corp de masă m se deformeazá dupà legea 
mf — ka. Dar, aceleasi fenomene s-ar > 
observa si în cazul in care cabina s-ar „În sus' 
afla in repaus in apropierea suprafeței Es 
Pámántului, cànd, dimensiunile cabinei 
fiind mici, se poate admite ca, ш inte- 
riorul ei, câmpul gravitațional este uni- 
form (f = constant). Presupunând că 


nu există nici o posibilitate de a „privi” 
în exterjorul cabinei, prin nici un m de 
experiențe efectuate în interiorul са! V 
nu se poate stabili dacă forța mf Se 
datorează mișcării accelerate a Cabina 
sau acțiunii câmpului gravitațional a 
Pământului. În acest sens ве vorbeşte 
despre echivalența 10 'alá ШП шш 
punct, unde câmpul gravitațional ойт A 
care poate fi considerat uniform) 4 do jos? 
forţelor de inerție cu cele de gravitație. 


Cu alte cuvinte, local, orice câmp gravi 


tational poate fi ,com pensat" printr-o ISTERIE Zoe 
transformare а sistemului de referință, ЄЛ Pamântul 

adică trecând la un sistem de referinţă 
neinertial 5”, în cădere liberă în câmpul 


Fig. 1.16 
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oravitation:s e ; a 

е pia [ional respectiv, Într-un astfel de sistem |S'(g', y’, z', 1), în care 
Toat e Est Eme AA Е 3 55 poy aplica legile teoriei relativității restrânse, 
Lorentz sunt Bose ; A obțin unele „din altele prin transformări 
venabile de SS Оа Si теп urmare, dacá, folosind transformări con- 
legilor fizice in d xd , 1 exclude local câmpul g 'avitațional, invarianta 
in Sera S raport cu ranstormárile Lorentz se pástreazá in domeniile 

Senerat infinitezimale ale spatiu-timpului. 

ins In incheierea acestui paragraf, trebuie precizat că principiul echi- 
Vălenței este analog unuia dintre aspectele principiului lui Mach, con- 
torm căruia forțele de inerție ce acționează asupra unui corp (observator) 
oarecare sunt produse de accelerarea tuturor celorlalte corpuri din uni- 
Vers. Masa, ca măsură a inertiei, reprezintă astfel o „oglindă” a întregului 
univers. S-a afirmat chiar că, suprimând jumătate din univers, masa, ori- 
carul corp s-ar reduce la jumătate. Cum se transmite interacţiunea dintre 
cele mai îndepărtate corpuri din univers 51 corpul (observatorul) în cauză, 
prin unde gravitaționale sau inertialo-gravitationale, rămâne un fapt 
neclarificat atât din punct de vedere teoretic, cát si experimental. Ex- 
perimente de mare precizie, initiate de Cocconi si Salpeter, pe baza efec- 
tului Zeeman, nu au reusit sá puná in evidentá existenta unei anizotro- 
pii a masei ca o consecință a principiului lui Mach. 


1.2.2. Transformarea lungimilor si a intervalelor de timp 
pentru sistemele cu câmp gravitational 


Se consideră că în originea O a sistemului S(x,y,2,1) se află un 
corp de masă M, ce creează un câmp gravitational (fig. 1.17) de intensi- 
tate f. Fie S'(v', y^, 2', 7) un sistem ce cade liber (accelerat), venind de la 
infinit, sub acțiunea câmpului f, in direcţia —» = —a. În sistemul 5' 
există două câmpuri : câmpul gravitational, f şi câmpul forţelor de iner- 
tie, — f, egale, dar de sensuri opuse. Din acest motiv, cele două câmpuri 
se compensează reciproc, sistemul S” constituind un sistem de referință 
„local si momentan inerţial”. Pentru intervale scurte de timp, S’ se poate 
considera că se mişcă uniform cu o viteză momentană v, fiind adevărate 
relaţiile cunoscute din teoria relativităţii restrânse 

EEE dt 
ds = а i — È, ассо ——— 


2 p? 1.52) 
e fh Sect di ( ) 
că 


Fig. 1.17 


unde da și dt reprezintă un el 
mal de timp, măsurate 
[ox a eu in raport eu sistemul 
versale mişcării lui 5” (şi ү 

4 $1 transversale direcției câ | itati : 
evident, se poate serie versale direcţiei câmpului gravitational f), 


еше ; : : E 
i ЖШ ИУ lungime şi un interval infinitezi- 

t 5, lar da” si d mărimile corespunzá- 
local inerţial S’. Pe direcţii trans- 


in rapo 


dy = dy’, dz = аг". (1.53) 


2 


Pentru a 1 А 2 Ў 4 
tru a înţelege sensul fizic al factorului || 1 — —- în prezenţa 


câmpului gravitational, se consideră, conservarea energiei unui corp de 
рї ора, de masă mică, m (pentru а nu influența, observabil câmpul gravi- 
tational creat de M), fixat in originea lui S' si venind de la infinit (unde 
avea energia totală zero) o dată cu 5”. Pentru corpul de masă m nu există 
gravitație si, deci, se poate scrie legea relativist-restrânsă, de conservare 
a energiei totale (v. şi relaţia (1.29)) 


Bee gs Mm 
W = T- U = (т — m) En = (24 0),-о= 0, (1.54) 


u 


unde mg este masa de repaus a corpului de probă (m; = т( = oc )). 
Energia potenţială, este scrisă în formă newtoniană, considerând că aceasta 
din urmă este bună într-o primă aproximaţie. Deoarece 


т 
m, 
y2 
e 
din (1.54) se obtine 
1 1 4? (GM | zM z 
e ^ d» mo 
бл QNS 
v* GM _ Фа з 
A ke E Nr SD (1.55) 
e? eu c^ 
p? кру nome esp ze 
1 d o rr 2 nu A e 
с cy 
с 3 E б uh * NC ` bj "c А ^ 
inde = 87G este constanta gravitațională „einsteiniană”, care, in 


в? 
v м 4 o = ете 
esenţă, nu diferă de б. îplocuină (1.55) în (1.52), se poate serie 
F “у 


а” Eie 

i Фа = ————- e. (1.56) 
йа = da | 1 -F X): dt "Y Е 
+ — 
e 


ox st 71 56) rezult următoarele : а) elementele de lungime 
Dib авио Е (1.6) зол ри gravitațional suteră fenomenu 
orientate de-a lungul. í i: b) elementele de lungime orientate perpen- 
de contracție a lungi ului gravitațional nu suferă modificări ud шз 
падар ра directa то evenimente suferă fenomenul de dilatare a imp 
ervalele de timp 


lui in câmp gravitational, 
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Кеа ( 
1.2.3, Geometria spaţiului în 


rezent: 2 
prezența câmpului gravitațional 


ТРТ yt р 
АЁ i Bt Анши S, eum fusese notat în paragraful 
Ыы; : camp gravitațional, spatiu-timpul este cel al re 
adică este pati inkowski 
{е un spaţiu minkowskian, pseudoeuclidian), pătratul ele 
‹ € sement t- 


lui de linie de univers i iu-ti 
inie de univers (,,metriea? spatiu-timpului) având forma 


precedent, unde nu 


lativităţii restrânse 


ds? == аа” 4 dy'? - 4272 — 2 | 

` (1.57 

4 4 Қ is. 
sau, introducând componentele contravariante ale razei veci 

а7, VECLOATE, сл‏ ر 


dridimensionale, œ? = (at a, 23, дї) = ja 
ionale, a^ = (al, 2°, 23, шї) = (ш, y, 2, ct), о. =1 


‚ 2, 3, 4, adică 
DE Fme A i 
0 == Фу w= y, q? = 2, qi сі, (1.58) 


se obtine 
ds? = (421)? + (02) + (da'/3)? — (da4)2, (1.59) 


ino toner ; ТН "T : 
по formulare mai generală, tensorială, se foloseşte tensorul metric al 
spațiului minkowskian (componentele 7, covariante) 

a 


Ta "2 "na Ma ROO 0 
A Yjg 92 N23 124 ОО 0 
Nag = zo › (1.60) 
эі N32 "зз Tia V0 WO 0 
"i Naz Тиз Па OOO 
cu ajutorul căruia metrica (1.57) se serie 
- 4 4 f 
082 = y y n ат“ dg’? (1.60 а) 


a=1, 021 


sau, utilizând convenţia indicelui „mut” a lui Einstein (repetarea in ca- 
drul aceluiași monom a unui indice sub formele covariantă si contrava- 
riantă — adică jos” gi us? = înseamnă sumarea după acel indice), 


d4? = mag da't dat. (1.61) 


unde există câmp gravitational creat de 


În raport cu sistemul S, 
56) metrica se serie 


masa M, în conformitate cu relațiile (1.53) gi (1 


dpi سے ے‎ — (dat «p dot — (1.4 A) (da qm 
| ; 4 СА e 
0° 


sau 3] 
ds? = f, datda”, ddl 


unde tensorul metric (covariant 


A nm de ordi : P 
componentele inul doi, cvadridimensional) are 


siad as los pug dg к 
Е PM. He 
о? ) 
g= 0 T5 0 
(1.64) 
0 0 1 0 


si descrie proprietăţile geometrice ale spatiu-timpului in prezența càmpu- 
lui gravitational. i ^ 
Deoarece masa M, din originea. sistemului de referinţă S, creează 


un câmp gravitational cu simetrie sferică, este maa firesc ca metrica (1.62) 


să fie scrisă într-un sistem de coordonate sferice (2! = r, 2° = Û, 2° = 
= о, 2^ — ct), relaţiile (1.53) & (1.56) devenind 
Lă dr 1 
ا‎ = мау — rd, 
(Фа 
mE TC (1.65) 


dz = r sin Ө dọ, cdf = zi T ==. 


este mie, într-o primă aproximație, metrica (1.62) 


Deoarece 


se serie astfel : 


2 э эл1? | Зе, Р aa 
ds? = бае a rX(d0? + sin?0 dg?) — eat (1+ 22), (1.66) 
14 — 
С“ 
iar tensorul metric (1.64) devine 
T 0 0 0 
1 + 2 £s 
e? 
0 d 0 ? (1.67) 
9 0 0  r'sin*0 0 


, & 
b: 9s 3 
0 0 0 il adag ) 


: NS i : pi ч а-ар 
кое 67) nu mal descrie un spaţiu 
tk a 1.62) sau (1,01) ИП TL strânse si nu se poate 
Metrica de tipul (62) 93 оү restrânse Si Du SF RES 
коеда. e fel de transformare (finită, nediterenţială) la me 
ce prin nici 1 
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paoudoeuelidiană i А 
nnian. edel Feld as descrie un spațiu curbat”, de tip rierna 
terdel, :десі а нај acetat rezultat, afirmând că în prezența ma 
ei ce e e an ipei ein ap spaţiul se curbează. Spatiu-timpul 
feectiontesl bee j^ rion impunándu-i cum să se miste, iar materia 
Se vorbeste К d im punându-i cum să se curbeze, 
zintă o generalizare ij A li eek a gravitaţiei. Metrica (1.63) repre 
di Bind inte i a eoremei lui Pitagora in geometria riemanniană, 
cn intervalul evadridimensional, infinitezimal dintre două te 
(evenimente) ale spatiu-timpului. e. 


ye ‹ M Е : " А 
n general, tensorul metric (simetric) covariant are componentele 


du ба бз Фа 
ә Iez as aa 

(1.68 
a 9зә Oss J3 
Ja Va Ias Ja4 


Considerând tabloul (matricea) (1.68) ca un determinant g și notând mino- 
rul algebric al elementului g, cu 0°, rezultă 


g = det gy = (Жм = Mei = gaa” : 06, (1.69) 


unde, evident, după indicele p se efectuează sumarea. Din (1.69), pentru 
suma dublă, se obţine 
ga = 4g 


Бап 
@° 
qub ст 4 = invariant. (1.70) 
g 
Din relația (1.70) rezultă că mărim ile 
B 
G T 
= —— (1.71) 
0 


sunt componentele contravariante ale tensorului metric. 

O măsură cantitativă a curburii spafiu-timpului о constituie ten- 
sorul de curbură Riemann-Christoffel (o generalizare la spaţiul evadridi- 
inensional o noţiunii de curbură gaussiană a suprafețelor), 


OTa _ ОГ, 


ST ууу П Петь. (1.72) 
2 ov 
unde Гӯ, este simbolul lui Christoffel, 
W ÎL у= 209,9. "s guy. ies day ) (1.73) 
Y 2:3 да" да? да“, 


Din aceste mărimi ве formează tensorul lui Einstein Bu (mumit şi pten- 
corul relativităţii”), importan t in teoria relativităţii generalizate, 


1 аы 
Ер ART — fa (1.71) 


> 
unde R,, este tensorul lui Ricci, 


2, == gR о org 0 
uv = g^ Rouo = Ар : Ду Eme Зани luo д ro г Г re 
Qa? длу | из.^ oa uo t эт) 


T ` › А 
iar R este sealarul de curbură 


R = фра = gogu 1 2 ] 
9 аз = gg Fas = E1-- RF + R3+ RÀ (1.16) 
O x Al 9 Ў, А РТУ + ; 
о Dropnietate remarcabilă a tensorului lui Einstein (1.74) este că el 
1 ergen(a cvadridimensională, nulă, adică, 
E = VB 0, (1.77) 
unde eu punct-virgulă sau cu nabla s-a notat aşa-numitul operator de 


derivare covariantă, care icat с i ; ( 
4 ата, Care, aplicat, de exemplu, unui cvadrivector A”. are 
următoarea semnificaţie SW Re 


m дА“ Á 
IMPR ATRE Б T PRA, (1.78) 
Av = VA, == d —2 Беи е: (1.79) 

Qa 


1.2.4. Descrierea tensorialà a materiei 


1.2.4.1. Tensorul energie-impuls al unui fluid ideal. Sistemul de 
coordonare eomobil. Un fluid este caracterizat prin densitatea sa, c(z c) 
$i prin presiunile pe care acesta le exercită asupra unor eventuali pereţi 
cu care vine în contact. Într-un sens general, la seară mare, însuşi uni- 
versul poate fi considerat ca un gaz de galaxii cu proprietăţile unui fluid 
perfect. 
Fie Oxyz un sistem de axe si А = 1 m? o suprafaţă unitară, per- 
pendiculară pe axa Oy, de exemplu în punctul P (fig. 1.18). Fluidul situat 
de partea suprafeței A, corespunzătoare valorilor mai mici ale lui у(у< УР), 
exercită asupra acesteia o forta Р, care reprezintă presiunea fluidului, 4 
fiind unitar. Această presiune, în raport eu punctul Р de pe axa у, are 
trei componente, corespunzătoare celor trei axe: dav» m i ок 
analog, se defineşte presiunea intr-un punct al axei т, ou 0 Ripe ele: 
t» 51 presiunea exercitati într-un punct al axei 2, prin compo- 


і і ` .. 9 " А 
nentele : L,, ly, 1... Cele nouă componente ale presiunii pot fi notate, 
DLS eS Шш © 


pe scurt, prin 


Fig. 1.19 


Trebuie remarcat că, în cazul unui fluid ideal, nu există presiuni laterale 
transversale gi vectorul J este perpendicular pe A. În acest caz rămân 
diferite de zero doar componentele ty cu i = j, adică 1, tw $i las. În 
plus, 4, sunt funcţii de coordonate. { 

Se consideră un cub unitar, ale cărui fefe sunt perpendiculare pe 
axele w, y, z ale unui sistem rectangular (fig. 1.19). Pentru a evalua pre- 
siunea exercitată asupra acestui cub, trebuie precizat mai întâi că, pe fata 
A, perpendiculară în punctul Р de pe axa Оу, componenta presiunii după 
axa т este t. În punctul Р’ de pe faţa opusă B, dar interior cubului, 
componenta presiunii este 
д» 


ly + ——. 
ду 
În exterior, în conformitate cu principiul acţiunii $i г acţiunii, compo- 
nenta presiunii este 


дш, 


2—01 сы c 


0y 


Presiunea totală, pe feţele perpendiculare la axa у are, după аха т,сош- 
ponenta 
bry Dur 01. 


12у T ЖОЕ Суў. 1119 


ду ду 


Ly 
iar pe toate feţele, adică pe suprafața întregului cub, presiunea are urmă- 
toarele componente : după axa т 


00.2 ды, д; 
Í Rm Жыт PTT uM Essi 
дт Qy д2 


după аха y 

Qi, д Oia. 
Qc dy дг 
după аха 2 


put die ть 
е ЕРИ ЧТИТ, руу ГТ" 


Оа ду da 
sau, pe scurt, 
д1 8: doc : 
hec ij (0, $3) = (5 у, е), (1.80) 


după indicele ;j et j D. 
koe at aere J eteetuándu-se sumarea, Relația (1.80) reprezintă, 
ore: a exercitată asupra unui volum unitar. Asupra unui volum dV, 
componentele presiunii sunt 


Oli à 


PAV = — dV. (1.81) 
Qu 
Folosi 060 : qi TS а ; 
osind legea а doua a dinamicii, F = —"— și notând eu ү com- 
di 
ponenta densităţii impulsului după axa а", rezultă, 
дй, d i ; 
— ——— dV = Dp ho, d ; 
a QV = луу ау л (dV. (1.82) 
9a di dt dt 


Doni Er Я : ne 2 Е 

| Pentru un corp solid (rigid), impulsul nu depinde decât de t, însă 

pentru un fuid el depinde, de asemenea, si de a, y, z, deoarece, la un 

moment dat, viteza fluidului nu este aceeaşi în toate punctele, Prin ur- 
mare, үг = v2, Y, 2, 0) gi 


dy: i дү: d дү dx дү, Ш Отаг 
di дї da а ду dt 0 dp T 
дү‹ Oyi 
= u 1.83 
дї i, д!” ; ] 


unde w; sunt componentele vitezei fluidului. 

Variația elementului de volum dV în timp are în vedere faptul că, 
la un moment dat, viteza fluidului este funcție de punct. 

La momentul t, fluidul are viteza u în punctul P $i u’ în punctul 


P'. Aceste viteze au, după 2, componentele 
1 | 


ди, 
Uz ȘI Ma T 
да 


dz, 


iar în unitatea de timp, variaţia volumului dV datorită apropierii sau 
îndepărtării, de exemplu, a forțelor perpendiculare la 2 este 


da 
T 


Variația totală este deci 


Qu, a Oh лы) аа o (1.84) 


а h 
P7 Т ЖЕ) Zy = / aj > 
dt (za да Oy 02 д) 
înlocuind această relație în (1.82), se obține 
; ) RS 
ди) - dV =з Oy eu D dV 4- : Ч y dV, (1.85) 
SUUS t du! да 
de unde 
дү‹ e (lu yag) = 0, (1.86) 


J find indico mut, 
Tluidului, caro, de fapt, 
adaugă CCUM 


Keuatiile (1.80) reprezintă ecuaţiile de mişcare ale 
І exprimit conservarea impulsului, La acestea se 
iw de continuitate, care exprimă conservarea masei, 


дү, дү. 0v; dp 0 
да dy 0% OI 
suu 
дү ) А др : Lr 
AES qe а .0, divy + Vp. 0. (1.87) 
da! 0t д 
Mărimile 
pu = ty + үй, (1.88) 


definite în fiecare punct al fluidului, se numese presiuni absolute. 

Se consideră acum un sistem de coordonate comobil cu elementul 
de fluid din jurul punctului P considerat. În raport cu acest sistem, má- 
rimile se notează cu indicele zero, 

0 0 2 
pi = 0, (1.89) 
iar u = 0. Se poate afirma că, în sistemul comobil, presiunile absolute 
sunt egale cu presiunile obișnuite. Cu ajutorul presiunilor $i a densită- 
tii ро, măsurate într-un sistem comobil, se formează următorul tablou de 
16 componente : 


(doce o a a 0 

0 0 m0 
qo | Ву Ри Puz 0 (1.90) 
Pzx p% Pe 0 


0 0 0 0200 


unde с este viteza luminii in vid. În raport cu un sistem de coordonate 
oarecare, in conformitate cu legea generală de transtormarea a unui ten- 
sor de ordinul doi evadridimensional, 


Am дл? 
даб, да) 
да” да“ 


Prin modul lor de construcție, componentele 7% alcătuiese un tensor. 
Acelaşi lucru ве poate afirma gi despre Ty. În ipoteza că pl, = pj; care 
se admite adevărat în cazul fluidului considerat, tensorul Zh, este sime- 
tric, În plus, dacă fluidul eate ideal, р) = 0, pentru {ж Jj. 

Be poate arăta că, într-un sistem de coordonate oarecare, Tay ale 
forma 


Ta, (1.91) 


pua Dau раз rm ON. 
т omm Dux Puu Puz evy а A 
is Jun a, Г, (1.92) 
pi piu Du оү; 
— NY Y V —0fa 020 


| "o OE 


unde p, sun esiunila : 
Ре t presiunile absolute (1.88). T'ensorul (1.92), prin definiţie, 


se numeşte ?ensorul i na : AS 
ul împuls-energie al fluidului considerat gi are componen- 


tele covarial T ` 

E RN e Pi EHE эшме mixte TF, = Ty, iar componentele 
avaria 8 Y paţiu-ti i “ski i 

metrica (1.59) ecuațiile . ln spafiu-timpul Minkowski, determinat de 

forma anulării di P eos (1 36) şi (1.87) se seriu evadridimensional sub 

)rma + ar divergentei evadridimensionale, 


QT» 


Qa? 


= 0, (1.93) 
unde, în contormitate cu (1.92) 
2), 


Paz Pzy Paz CYz 


qu — Dux Puy Puz CYy 2 

= А (1.94) 
Pzr Pyu Pzz CYz 
CY; сү сүг e e 


Hr Într-un spatiu-timp oarecare (riemannian) sau în coordonate curbi- 
linii oarecare, ecuaţiile (1.93) se generalizează astfel : 


JEN OF (1.93 a) 

în cazul unui fluid perfect, raportat la un sistem comobil, se fae 
următoarele notații : 

mi — Т? = Т? — po Té = epo; (1.95) 


TU — 0, pentru 1:3 j, deoarece in fluidul ideal nu sunt presiuni trans- 


versale. Pentru măsurători locale ale mărimilor po Şi ре, Ca sistem como- 


bil se consideră un spaţiu-timp Minkowski (spafiu-timp tangent” la 

1 A А g E S А uv — 
spaţiul curb), numit, in acest caz, spaţiu-timp propriu. Evident, ф = 
= т”. Sunt, de asemenea, evidente următoarele relaţii de transformare : 


QAM 
d3 eo a8 
T" = c do» 
даф C0 
ا‎ р „гал? da Qa" 
Qa? ec да а er * ARAS N e -p m 
T» = س‎ Po + o а Do ERES 34,3 0 "71 
да} 020 Qvo cri Qm €3 
am да (1.96) 
аре vus MS S 
Qa да 
Qa" да“ 7a. 
na cu c pets =" оү Yo 
9 да% eA 
Din aceste relații rezultă 
HET № 
да? да ET 0 бахе 3 (1.91) 
физ» — uv m سم‎ 4 "M 
T == ZU T "m даќ da 10% 


Pe de айа parte, 


da” da das 
; (1,08) 


ds да — des 


Dar, sistemul de coordonate aj este eomobil eu fluidul în focare punet 
si deci 


das da; di йа 
0, deonrece 0, 
ds d? ds dt 
das da” да? 
ds edt, —— |; (1.99) 
ds Us да 
inlocuind aceste relaţii în (1.97), se obţine 
ы б. W „ыа da. 
Т#” = (po 4 poc?) =: + po" (1.100) 
ds — ds 
sau 
Zu к= (Po + Pooh” род", (1.1007) 
ij аз? mm ан а dis ^ 
unde w^ == EE reprezintă cvadriviteza fluidului in sistemul de соот 
as 


donate general, in care se calculează 7». Această formă a tenaorului 
energie-impuls a unui fluid este utilă pentru aplicaţiile teorici relativităţii 
generalizate in cosmologie, unde, la scară mare, univorsul este considerat 
ca un gaz de galaxii având proprietăţile unui fluid perfect. 


1.2.4.2. Teusorul energie-impuls al câmpului eleetromagnetie, Se 
poate arăta că, în coordonate curbilinii, tensorul energie-impuls al eàmpu- 
lui electromagnetic are forma 
7m F. FZ 1 r Г" 1101) 
m = Р, — — FT qT guy (1.101 
4 
unde Fa este tensorul câmp electromagnetic (v. paragraful 2.6.3). 


1.2.5. Ecuațiile lui Einstein 


Eeuafiille lui Einstein roprozintă un sistem de oeuatili tensoriale, 
care generalizează ecuaţia Poisson (1.41), 


8 n8 23, 
("Pg | €" 96 Ë "mo EnG pu (1.102) 
er? ep ga? 


într-un spatlu-timp cu patru dimensiuni. Beuaţia lui Poisson permite 


studiul distribuţiei potențialului gravitational newtonian qy, in tuneţio 
de densitatea de тайр» iè materie 
un earaeter mai mul geometrie” 
derivatele sale secunde lu putoren int 
un caracter fizic, deoarece în ul inte 


i. Membru întâi al acestei ecuaţii are 
, potenţiulul Фоа, у, в) figurând prin 
M, în timp ee membrul al doilea are 
rvine măsura densităţii materiei. 


Prin analogie cu ecu 
un sistem de ecuaţii) tensorială 
sorul energie-impula al m 
jresiune, densitate { 
definit prin relatia. (1 74) campurilor fizice ete., cu tensorul Epy 

i vro Se th Care reprezintă eel mai general tensor de ordi- 
RU doi aia dar ы diee а cel mai general tensor de ordi 


1 D IA es + t + £ 
alla, Poisson, Einstein a construit o ecuație (sau 


‚ egalând, până la un factor constant, ten- 


ateríei, саге are т | TP r ; 
i 2 е are un caracter fizic si depinde de 
mtensit Ие à I 


ünde decât de ia genta evadridimensionalá nulă si care nu de- 
I deci әу $1 de primele sale două derivate. deriv: ta a doua i 
tervenind, ca si în ecuatia Poiss : PM CEU qua e Goa HE 
VM ee ua alia Poisson, in mod Ипіаг. 
Ecuatiile lui Einstein au forma 


ШТ (1.103) 


Mărimile gu, (metrica spatiu-timpului) 
ecuaţia Poisson si, din acest motiv 
sau potentiale de metricá. 

i Rolul ecuaţiilor lui Einstein este de a stabili metrica spatiul-timpu- 
lui real, redus astfel la proprietatea sa esenţială de a fi un spaţiu „gravi- 
tational” curb, în prezența corpurilor. fn spafiu-timpul cu patru dimen- 
siuni sunt, şaisprezece ecuaţii Einstein pentru determinarea lui Jav, dar 
дь» fiind simetric, rămân doar zece ecuaţii distincte. De cele mai multe ori 
prin alegerea convenabilă a unor sisteme de coordonate (condiţie gauge”, 
de etalonare), problema se reduce Ја determinarea a şase componente guy- 
Astfel, datorită simetriei lui g,,, în urma, căruia rămân zece componente 
diferite si datorită celor patru ecuaţii (1.77) sau (1.93), numărul de 
şaisprezece al ecuaţiilor Einstein nu apare supraabundent. 


au rolul potenţialului din 
; Бе numesc potentiale gravitaționale 


1.2.6. Legea inertiei în teoria relativității generalizate 
51 ecuaţiile geodezicelor 


în spaţiul în care nu există câmp gravitațional, orice corp asupra 
căruia, nu acţionează. forte exterioare eiectuează o mişcare rectilinie şi 
uniformă (legea inerţiei). Acestor traiectorii din spaţiul tı ud le 
corespund in spatiu-timpul evadridimesional minkowskian inii — 
vers rectiliniare, care sunt definite prin faptul că un segment de linie de 
univers rectiliniară reprezintă cea mai scurtă distanţă dint боза puncte 
(evenimente) de pe linia de univers. În prezență corpurilor, deci bà pre. 
zenta câmpului gravitational, spaţiul Minkowski cvadri овочів îşi 
schimbă metrica, din чав dat de relaţia (1.60) devine g, care descrie 
um mE rb. Într-un astfel de spaţiu, un segment de dreaptă nu 

ра E D s mai scurtă distanţă”. Cea mai mică distanţă dintre 
dos i Erori n a ore este un segment de linie de univers, care se nu- 

ouă puncte 


meşte linie geodezca. Я : ralizate si principiul echivalentei cer ca 

; Principiul santin Ft a pentru spaţiul fără corpuri (fără 
legile naturii să аір! A ‘pentru spațiul „curbat de сот purile aduse in 
câmp gravitațional), e, 'jnerfiei in teoria relativităţii generalizate se for- 
el. Din acest motiv, legea лешё (punot material) se deplasează în spațiul 
mulează astfel : orice particu A ravitaţional, astfel încât linia ei 


oam pului g - : NAE 
tridimensional, вор ao e afi cu patru dimensiuni) reprezintă o linie 
de univers („traiect 


"hat lor. Prin 
t sional curbat de prezența mase 
geodezică în spaţiul OE particulei nu acţionează torte de altă 
aceasta se presupun 
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natură. Această lege generalizată a inerfiei, in cazul particular al absenței 
corpurilor, trece in legea obișnuită a inerţiei din mecanica clasicá. 

În concluzie, in teoria relativistă a gravitaţiei, orice masă curbează 
spaţiu-timpul în jurul ei, iar particulele libere (satelite) nu fac decât săse 
mişte „în virtutea, inerţiei” pe geodezice, fiind ghidate pe traiectoriile lor 
doar de curbura. spa iu-timpului, fără să fie necesară ipoteza existenţei unor 
forte gravitaționale newtoniene $i fără ca forma traiectoriilor să depindă 
de masa particulelor (principiul echivalenţei). Astfel, in teorie lui Eins- 
tein gravitatia apare de naturá pur geometrică. O imagine intuitivă mo- 
del a acestei situaţii este redată în figura 1.20. 

O linie geodezică, între două puncte oarecare А şi B, satisface con- 
ditia (principiul acţiunii minime) 


B 
f ds = 0, | (1.104) 
A 
unde ds este elementul de linie geodezică. Din expresia metricei (1.63) se 
obţine 
: : 0g B : 6 A 
3 ds? = 2182 ds = (0,8 da^da?) = da* da? onmes да -- 2g, da? ада“. 
ox à 


(1.105) 


înloenind în (1.104), rezultă 


1 p 1 | 
Е 1 ( àd? la* a? 04 
TORT x cde de -\( Aa а ү 
2... ds ds... aay 


n 
A gb 1 = da* 0 
„da 432 | da = M da" Ча. dus Sat — 


$ dg da р 2 ds ds дат 
d da“ À 
= —— | d. За | ds 1.106) 
ds (v. ds | | i ! | 


unde s-a efeetuat о integrare 


TET RTT ; 
prin părţi si s-a considerat 


(327), = (дая), = 0. 


E. à (1.107) 
Din (1.106) se obţine | | 
2 
1 CU s d ^ 
— wu? —— — — (qart : Iag 3 
T Jar U = xii 8و‎ Va du „в Cay 
2 да" ds eM) Ш а бы шшш — wu — 2. а 
- Qc ds да 
>) 
= — aab Ia AN du* di aí Olay ео 
2 da gay == Ta uut iE. LL РҮ = 0. 
У ds а да" ca? 


(1.103) 
аша Боск аа ecuaţie cu git, ceea ce este echivalent cu a ridica 
indicele y, si av ànd in vedere semnificaţia simbolurilor lui Christoffel 
(1.73), rezultă ecuaţia geodezicelor 


a da? da* 
+ T$ = 0, 1.109) 
da? "аз аз ; ( 


Se observă că mişcarea unei particule în câmp gravitațional este 


3 i 24x 
definiti prin simbolurile lui Christoffel. Derivatele T reprezintá 
ds? 
evadriaeceleratia particulei 
x u* 
а — аза = d (1.110) 
ds? ds 
Rezultă că mărimile 
pa — —т Гуши" (1.111) 


if ivis izatác i ă e ticulei 
:ntà evadriforta relativist generalizată се acţionează asupra par 
IR dam втш E "tati d Acum este pe deplin justificatà denu- 
,Jibere? în câmpul gravitațional. | Som m] 
P'ürea de potențiale. grayitationole pentru componemes ge de n 
sitáti ale câmpului oravitaţional (derivata potenţialului) pentru măr imile 
Cu > 
Á ji ` (1109) se pot obține 
; je T á ecuaţiile geodezicelor (1109) ot obțin 
i d We eM UN BUTS diferenţiale relativist restrânse de 
simp ; : эе, 
mișcare а unei particule libere, 
dw ^ sau du* = 0, (1.112) 


سے 


ds 
trecând la derivata кап diferenţiala 


ги" «мВ | да? 
Dw 245; аг = (25 + rit) 


covariantă, 


du? + Гуча" = 0, 


11 


да? (1 113) 


ia (1.109). à : 
ceea ce este echivalent cu impu enin unui semnal luminos, ecuaţia 
în cazul particular eq de-a lungul liniei de univers cores- 


у елык вове г, Pentru a găsi О ecuaţie „de mișca e” pentru 
ini g—U 
punzátoare luminii; 
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lumină, se foloseşte faptul că direcţia de propagare a unei raze de lumină 
11 optica geometrică este determinată de cvadriveclorul de undă, k^, tan- 
gent la rază. Cuvadrivectorul de undă se defineşte astfel : 


da? | 
Me (1.114) 
dz 
unde 7 este un parametru oarecare ce se schimbă de-a lungul razei. 
În relativitatea restrânsă se arată că vectorul de undă }7 nu se schimbă 
de-a lungul razei luminoase ce se propagă în vid, adică 


жы RT sau d =Q. (1.115) 


Într-un câmp gravitațional, generalizarea imediată a ecuației de mișcare 
a razei luminoase este 
di 
di 
Cum k*k, = 0 (pătratul evadrivectorului de undă este nul), introducând 
eiconalul (faza) Ф prin relaţia 


4- TRIPI = 0. (1.116) 


д Кү, 
коша (1117) 
да 
rezultă ecuaţia eiconalului în câmp gravitational, 
QU 2 
ap, CY Y 


207 (1.118) 
Qa*. да? 


În încheierea acestui paragraf trebuie remarcat că principiul rela- 
tivitátii generalizate scoate în evidenţă caracterul obiectiv şi unitar al legilor 
naturii. şi contine, de fapt, anumite aspecte ale caracterului absolut al 
mișcării materiei : „Legile naturii au aceeaşi formă indiferent de sistemul 
de referinţă (inerţial sau neinertial) folosit pentru formularea lor mate- 
matic: În acest sens, într-un mod paradoxal, teoria relativităţii gene- 
ralizate.ar putea fi numită, în egală măsură, „teoria absolutismului”. 


1.2.7. Consecințe ale teoriei relativităţii generalizate 


1,2,7,1. Problema soluţiilor exacte ale ecuației Einstein. Ecuațiile 
câmpului gravitațional ale lui Binstein reprezintă un sistem de zece ecu- 
atii diferenţiale, neliniare, cu derivate parţiale de ordinul doi, pentru ten- 
sorul metric ffi: În teoria lui Newton, câmpul gravitational este descris 
de o singură ecuaţie diferenţială, liniară, cu derivate parţiale de ordinul doi, 
ecuația lui Poisson pentru potențialul gravitațional, newtonian o, De 
aici rezultă dificultăţile pe сате le întâlnese teoreticienii în încercările lor 
de a determina soluţii exacte alo ecuaţiilor lui Einstein. 
„Soluţiile aproximative sunt utile în aplicaţiile cu modele concrete ; 
e concluziile fizice cu semnificaţie profundă ве pot obţine numai ро baza 
"Soluţiilor exacte. Deși in ultimii ani s-au obținut clase întregi de soluţii 


Pip. 1.21 


exacte, ele nu pot îi în întregime ,,valorificate" deoarece numai о mică 
parte dintre ele au o interpretare fizică. În cele ce urmează descriem 
câteva dintre aceste soluţii exacte. 3 

1.2.7.9. Soluţia (metrica) Sehwarzsehild. Această soluție descrie 
câmpul gravitational creat de o sferă statică, cu densitate de masă con- 
stantă şi a fost obţinută de Karl Schwarzschild în anul 1916. Soluţia 
generală se descompune în soluția Sehwarzschild interioară, 'alabilà 
pentru interiorul sferei $i solufia Schwarzschild exterioară, pentru câmpul 
gravitațional din vidul care înconjoară stere. Această RO pE AS о im- 
portantà fundamentală atât pentru descrierea mişe v р pie căt si 
pentru studiul aşa-numitor „blaek-hole Ms TE MA AS 
J o tin singur, P arenen Rn ih CER curbării spatiu-timpului. 
'àmpului gravitational sau, după Einstein, cauzi bom 

p b; za, observaţiilor astronomice efectuate, de exemplu, in cadrul 
LOAN Polar s-a ajuns la concluzia că, din үш dă, yepere, gt en 
РЕ dotAtile 8 aţiului din jarul unei maso, M, situate 1 u 
tional, proprietăţi Sp această masă ў de distanţa > dintre punctul O 
О, Ru vds d e a ко aceste proprietăţi. Eventual, dacă masa se 
ši punctul in сате al Hv vs 


) jer 1 interiorul ei pro- 
le eaz Sb AC‘ etrice ale matel lei 1n С 1 5 


; 1 Pr "mare, RO 
Ее pat барше ку И ШО Ое, izotrop şi D. ES ARR 
că, spaţiul din jurul DA i caz să 80 folosească ошар 3,09 aS A 
sferică, Este indicat ш 9 Din figură se observă ой punctu (poziţia 
spaţiu (r, 6, Ф) (fig. 1.21), utorul unei sfere de centru 


'eperat eu aj 1 
0% : нд g zemp) S. or) şi de rază r. Pe această sferă se con- 
unde se & oarele; 


d arbitrar o origine O şi un 
re ве alege în mo 
sideră un сеге mare (0) pe c^ 
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Sens de 
polii 
NI prin poli), 
ridianul origino” 
reazà poziția › і | | | 

гоа i pozitia punctului P. Astfel, coordonatele lui P sunt r, 0 $i Ф, 
i vM Pio: " xd At Í í Í | | 

metrica geometriei euclidiene cu trei dimensiuni este 


А . Meridianul lui P (semicereul] trecând prin Р 
care este determinat prin logitudinea Ф măsurată de la me- 
al lui X gi eolatitudinea 0, egală cu arcul NP, repe- 


dł? = dr? -+ r? 102 + 7?sin?0 аф, (1.119) 


deoarece orice deplasare a lui P reprezintă rezultanta următorilor trei 
vectori ortogonali : vectorul dri, dirijat după ОР care rezultă din varia. 
{Ча lui r, vectorul ^ 4040 este tangent in P la meridianul lui P şi care re- 
zultà din variaţia lui 0 si vectorul rsin0 db, perpendicular pe primii 
doi, care rezultă din variaţia lui Ф. 

Spaţiul Schwarzschild este un spaţiu static de tip riemannian, a 
cărui parte spaţială prezintă simetrie sferică. Metrica ва se poate scrie а 
priori sub forma convenabilă 


ds? = e^dr? -- 72002 + r?sin20 do? — e'c*dt^; (1.120) 


unde A şi v sunt funcţii numai de 7 si aceste funcții s-au introdus sub formă 
exponențială (întotdeauna pozitivă), pentru a păstra așa-numita ,,sig- 
natură”? (+, +, +, —) a metricii, o condiţie ce rezultă din teoremele 
generale ale geometriei (pseudo) riemanniene. 

Se consideră, mai întâi, câmpul gravitational din spaţiul vid 
(Ta, = 0), се înconjoară corpul central de masă M. Soluţia ecuaţiilor 
lui Einstein trebuie să satisfacă condiţia ca, pentru 7 — со, să se reducă 
la metrica Minkowski, fiind acceptată ipoteza că două corpuri situate la 
distanţă infinită nu mai interacționează în niei un fel între ele. Se caută 
deci o soluţie asimptotic minkowskiană. Ecuațiile lui Einstein (1.103), 
еш Р, 04е уш“ 


Ri = pik = 0. (1.121) 
Din (1.120) rezultă relaţiile 
fi = e, 022 = 7А, Jas = 72510290, Яда = —e, (1 122) 
e 0 0 0 
уа 0 0 
g = detg,, = ——e" rigin?0, 
0 0 in0 0 
0 0 0 = 0” 
(1.123) 
{= ms de^ 0% == e dO ide (1.124) 
fu (798 pă 
1 1 
099 aire = gu = d i za et (1.124 a) 
fas r?^sin*0 faa 
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În conformitate eu 


definita. (1 id) n 


din (1.122) (1.194), во obține slmbolurilor Jui Christoffel, 
\ N 1 
n i] Г. l | M. | [4 /' 
* ü 
" 1 Р j ii 2 } 
A | 
3 M D \ 1 
m. 79-2, Th m otg 0, Tl, = 26у, 
: | 
i3 е 4 а 1 
Iis za Газ == 00, Dh = —rain30.o-, 
UN M 
м == —, Гоз = —aln0 cos, (1.125) 


unde cu prim s-a notat derivata în raport eu r, lar celelalte simboluri, 


nescrise (de exemplu Pi, P1, ete.), sunt nule. Înlocuind (1.125) în (1.75), 
se obţin componentele tensorului Ricci 


loro И! | 


$ | 
Ru £2 V uy uc Ny = ==", IU, = gH Ey, 
2 4. 4 r 
' З y! J a A zn 
BR. SI Te = bei, Rh m 0n. (1.126) 
eu a D 
“ 


Ёзз = Ё ме La au hes. o) ус^від20, Ji, = 920 Ras, 


2 
v" Av = КУ — po "S = “Е. 
ки (= perm quu 


“ay gealarul de curbură, 
Cu ajutorul relaţiei (1.76) se calculează scalarul de с 


: ; DRL MAR a 
pos SR. = g" Ru + g? Rea + (зз зз T 9 а 


' t АУ >. 
4 ED ОЕ Aa dă A ==). 
= 207^ pu cc че ab r тз 
\ 2 * | (1 127) 


( | ) : se obţin 
) lui Einstein (1.121), se o 
і 27) în ecuaţiile 
înlocuind (1.126) gl (1.1 


2 и [E] A v' v! =) =0, 
‚ bor ONSE 
Lons ol- 4 9r 
; gs Lou n zo | 6 4 
S —ESRE, T 2 (1.198) 
1 M ) До 
„з А А 
Н = lne alr r f 


47 


^ PUT Ti ^ 
Меин membru eu membro, din prima 5l a patra ecuatie rezultă 


1 { 1 
у) 
eo. 0, 
7 
де unde у 4- X = 0, Înlocuind X у’ în a doua sau în а treia ecua 
ție, ве obţine 
vl "uL y $ 
5 4 d 0. (1.129) 
2 2 r 
Din X -v', rezultă 
۸ = — y +- const, 


unde constanta trebuie să fie zero, deoarece pentru v — с, metrica tre- 


buie să ке confunde cu cea minkowsklaná, adică e" >= e' == 1 şi deci 
2(00) = —v(00) = 0. Ecuatla (1.129) acum se serie astfel : 
; 2v 
e( y, ل‎ y? اس ل‎ = 0. (1.130) 
r 


Se caută o soluţie a acestei ecuații sub forma unui polinom” 
e = a + br”. (1.131) 
Sunt evidente calculele 


ev! = mbr"-, 


еЎу'2 + ev" == m(m — 1)br"-?, (1.132) 
Oe" 
al Om 
T 
înlocuind (1.132) in (1 130), ве obţine 
[m(m — 1)b + 2mb]r"-? = 0, 
de unde Е 
(2 + m — l)nbr"-? = 0 
gi 
m 1 == 0. 
Rezultă 
o = 0 | Ju. (1.133) 
A 


Constanta a 4rebule să fie egală cu unitatea, deoarece pentru ғ + €» 
d = 1. Prin Urmare, metrica lui Schwarzehild (1.120) are torma 


dd um е е 730.68 A 0 د‎ = ( Me =) езй. 
14 YE > ۴ 
Т 


(1134) 
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Constanta de integrare b a 
r mari, unde câmpul gr 


Newton, adică, având în vedere (1.66), să aibă loc relația 


e determină din condiţia ca, Ја distanțe 
avitational este slab, să fie adevărată legea Ini 


l 254 
Ода (1 | =) А f (1335) 
r е? í 


de ünde, prin identificare, 


b _ _2%, 2@М 


2@М 
p СЭН ДШН) (1.136) 
e? 


Metrica Schwarzschild exterioară este deci 


= ат? y 
eun = IPEE TE т2а 02 + r2sin 0 d? — ( 1 — ы с?й. 
1 — ce 

ey 


(1134 a) 


De exemplu, dacă M reprezintă masa Soarelui (22 : 10% kg), pentru 
cuplul Soare-Pământ (r = 150 :109 km) se poate serie 


2GM 


O (1.137) 
em 


ceea, ce arată cât de mică este abaterea metricii Schwarzschild in raport 
cu сеа minskowskianá. TUIN ) 

Cu scopul de а scoate în evidență un aspect al relativităţii generalizate 
si anume, echivalență, sistemelor de referinţă, în descrierea legilor naturii, 
trebuie precizat că metrica (1.134 a) reprezintă aşa-numita formă ао; 
tropă a metricii Schwarzschild. Dacă în loc de (1.120), se alege forma 


izotropă 


ds? — eär? + 72462 + r^sin?0 AP?) — етедг, 0.138) 
se obţine GM | 
GM 4 : P 2 în do? ыч МЕ сыа Дз; 3 
20 | 1+ тт" ) 
ает 
(1439) 


'ec a (1.139) prin transformarea 
1342) В (e trece la metrica (1 
De la metrica (1.134 a) ве poa 


de coordonate 
GM M 0, 2 0, 
E ED т} "а 
1 20% 


14 
Ф; = Ф, t7 і. ч) 
le (ry, 0, Ф ) se numese coordonate sferice izotrope. 
Coordonatele (fi, Vi "1 е 
do 1, 49 


4 — c. 567 


Mişcarea particulelor şi propagarea undelor pot fi studiate atât in 
metrica (1.134 a), cât şi in metrica izotropă (1.139), rezultatele fiind echi 
valente. Í 

Din forma anizotropă a metricii Schwarzschild (1.134a), rezultă că, 
pentru r = r,, unde 


2G M 
EXT 


(1.141) 


UT 


se numeşte rază gravitațională sau raza sferei Schwarzschild (de exemplu: 
pentru Soare r, € 3 km), gy, ве anulează, iar gu devine infinit. Acest 
fapt ar putea conduce la concluzia că metrica (1 1342) prezintă о singu- 
laritate si că nu ar putea exista corpuri de rază mai mică decât Tj. In rea- 
litate, astfel de concluzii sunt eronate. Se poate afirma doar că referen- 
tialul folosit pentru scrierea metricii Schwarzschild anizotrope nu este 
adecvat pentru r < 7. De exemplu, metrica (1.139) nu mai prezintă sín- 
gularitáti. 

În concluzie, dacă, după teoria lui Einstein, spatiu-timpul din ju- 
rul Soarelui este curbat in conformitate cu soluţia Schwarzschild, atunci 
este firesc să existe corecţii relativist-generalizate la efectele descrise de fizica 
clasică. Încă din anul 1915, Einstein a calculat trei efecte (, efectele 
Einstein") importante: rotația periheliului planetelor, deviația razelor 
luminoase care trec prin apropierea Soarelui gi deplasarea liniilor spec- 
trale. În paragrafele următoare sunt expuse aceste efecte precum ві altele 
descoperite mai târziu. 

1.2.7.3. Rotafia periheliului planetelor. Se pune problema deter- 
minării traiectoriei geodezicei unei planete ce se mişcă in câmpul gravi- 
tational al Soarelui de masă M. Ca în orice câmp cu simetrie ceritrală, 
mişcarea planetei are loc într-un !plan, de exemplu în planul # — 0 


Gi A. 


( > ). Originea coordonatelor se alege în centrul Soarelui. Atunci. 


2 


din (1.134 a) rezultă, 


f ; dr? 2G M y2 
ds —'|r*do*? 4 — (1 — aef , 
Pas 2GM ro? 
ro? 


(1.134 b) 


unde 7, Ф şi t se congideră funcții de un parametru oarecare т. Principiul 
variațional (1.104) ве scrie acum astfel 


M) ЫІ 


1 
; pU > = 
8 | da =н \ (ro 2 4- mat = 02 Bi ) 3 d т, (1.104 a) 


M M 

unde semnul prim indică derivata in raport cu r, Prin urmare, expresia 
, expres 

^3 1 


2 ( pii 4 —— = apr) r (1.104 b) 


50 


| 
y 


20 М 
unde B 1 t, este funetla 
re? 


Lagrange pentru problema consi 


deratà. Pentru determinarea lui r, O si / 
i aren " D ве folosesc ecuațiile lui Euler- 
Lagrange iatiile lui Kul 


д2 d. (07 
eS д, 1 . 0, 
or dr or 
oL d д2 
odo dr дф" 0 (1.104 c) 
д2 d 84g 
ыр کک‎ 
д1 wo dif 


Din a doua si a treia ecuaţie (1.104 c), se obţine 
db 


= const = P 42 
ds Я (1142) 
1t 
e? B LT const = Q. (1.143) 
ds i 
Împărţind (1.142) la (1.143), rezultă 
do 
D £ A DÊ c? B. (1.144) 
di Q i 


Dacă В = 1 (cazul newtonian), relația (1.144) exprimă teorema ariilor a lut | 
Kepler (legea а doua a lui Kepler : raza vectoare, dirijată de la Soare la 
planetă, descrie arii egale, în intervale de timp egale), numită şi legea con- 
servării momentului cinetic. 

Din ecuaţia (1.134 b) se obţine 


жк? экз dr ). т! dr = (1 145) 
ds B ds» J ! ds 
1 ò - "as 
Înlocuind aici expresiile lui ds. și q din (1.142) si (1.143), rezultă 
раша Ёл. -2 ) + NET (1.146) 
p2 AB \ do Bo? 


hia diferenţială in coordonate polare a 


Ecuația (1.146) reprezintă ecus 
Do P тер i 1 itaţional. Pentru a o rezolva 


traiectoriei planetei ce se mișcă în câmp grav 


JESUS ' 
se introduce variabila u = — 81 8e obţine 
" 


Qu 8 ри (1.147) 
do су p wm 
вап € 
( du | 1_ ( lw 2) № — u — w? 4- 2du*, 
سے‎ Re =” " 
do? P ^ (1.148) 
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unde 


d = Au i (1.149) 


e 


Derivànd ecuaţia (1.148) in raport cu Ф, 


2 2 du e 0M 
9. du a Ee + 2u - du. d 2d. uc. 6du? ——- == 0 
аф dé? dao P* do do 
(1.150) 
şi, eliminând soluţia circulară, 
р 1 У Е 
Os =0, = = constant, r = constant, (1.151) 
do T 
rezultă 
at За auz (1.152) 


— + мч = "Y + 3du?. 


Această ecuaţie, fără termenul 3dw?, reprezintă exact ecuaţia clasică, 
newtoniană, de conservare a energiei, 


. 2 2 Of S 
| d y 4 | do | a MOS: (1153) 
ds ds er 
1 X > 9 1 
sau, după substitutia и = —; 
T 
iU ора г (1.152) 
do? р? 
Soluţia ecuației (1.152), 
a 
З s( — Ф,)], (1.154) 
p psi ( o)1 ( ә 


arată că traiectoria planétei este о conică de excentrieitate e si de para- 
metru P?/d, a cărei axă mare tace un unghi O, cu axa polară, iar punctul 
О este un focar. Termenul neglijat 


Зат? = === 


este, într-adevăr, foarte mic. Prin urmare, soluţia «Ù (aproximatia de or- 
dinul zero) este apropiată de soluţia, ecuaţiei (1,152) şi en atât mai bună 
уд fi soluţia ecuației (aproximaţia de ordinul întâi) 


du d 
ETT cu == рат" - = За(и" уз (1.155) 
валі 
d2u ` d w 
cH J- 4 == ЕП To [1 + есоз(Ф — Ф,)]% (1.156) 
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sau incă 


du [ d : За? ; Bd? 


Jd- Ї e cos (Xp Ф,) 


do? р? pi р! 


0? с0у%2( Ф Ф). 


(1.157) 
Ultimul termen din această ecuație ate fi T s 
d tă ecuație poate fi neglijat; Ја fel, se poate ne- 

› 


t эс A 4 i 
glija - pa D raport cu unitatea și (1.157) devino 


dèu ҮМ, d | 34° 9d 
аф? БЕ: p: xix p 3 I ecos(d — Ф,). (1.158) 
Se verifică ușor că soluţia acestei ecuaţii este 
1 d 2d? 
u == = =! e TE rS ا‎ 
5 ps | i-e cos ( Ф Ф, PH о) | (1.159) 
Se observă că unghiul 
5 3d* 
Ф = Pa + "rs Ф, (1.160) 


dintre axa mare a elipsei şi axa polară, se schimbă în funcţie de Ф. Acesta 
este fenomenul de avans (deplasare) al periheliului, care nu a fost expli- 
cat în teoria clasică. Deoarece 
220 р? GM 
=- = a(1 — е3), а= —. (1.161) 
d a 0 


într-o revoluţie (Ф se schimbă cu 2x), avansul periheliului este : 


2 д 
AQ, = бт: g O GH X 
je call — e) 


(1.162) 


Pentru planeta Mercur, cu datele: а = semiaxa mare а elipsei == 
= 0,387 UA = 0,387 -149,675 -10° m; e = 0,206, e = 0,042, 1— 
— 02 — 0,958; Т — perioada de] revoluţie == 87,969 zile terestre si 
Jf = masa Soarelui = 2 - 10% kg, se obţine: 


Аф; = 0,50344 - 10-9 radiani = 0,104” 
Într-un secol (36 525 zile), numărul revoluțiilor este 
46 KOR 
36 020 _ 4141903 
și deci, pentru avansul secular, se obține 


co = 0,104” + 414,203 = 43,2". (1.163) 


Acosta ente exact unghiul do rotaţie observat Lic E sae wt pta 
planeta Mercur, o precesio а periheliulul (sau Mi ü Lg базе edd 
nu a fost explicată în teoria newtoniană sau în teoriile relativi s 
ale gravitaţiei, 
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în ultimii ani, cu ajutorul calculatoarelor, 
pentru Pământ о 


lorlalte planete (pentru Venus w 8,6", 
tru Marte o 


batoare, iar observaţiile ast гопотісе 


Un efect analog are loe şi pentru sateliții 
ământul si deci, in acest caz, 
perigeului. Desi, realizând sateliți cu excentricităţi mari (1 


pentru ei fiind 


rotatiile periheliilor ce- 
- 3,8", pen- 
1,3”) au fost separate de alte efecte (newtoniene) pertur- 
au confirmat aceste 'alcule. 


artificiali, corpul central 
se vorbeşte despre rofafie 
e2 mic, 


o mare), s-ar putea mai ugor verifica relaţia (1.162), datorită frecárilor cu 


atmosfera terestră, a neregularităţilor 
tein de deplasare a perigeului este mascat. 


1.2.7.4. Deviaţia undelor electromagnetice în câmp 


scoarţei terestre etc., 


efectul Fins- 


gravitațional. 


Se consideră intervalul ds dintre două evenimente legate printr-un sem- 


nal electromagnetic. În $ 1.2.3 s-a arătat că ds — 


0 si este un invariant 


in raport cu sistemele de referinţă inertiale. în conformitate cu principiul 


relativităţii generale, invarianta se menţine 


şi în raport cu orice sistem de 


coordonate. Din principiul echivalentei rezultă că trecerea de la un refe- 
renţial la altul care se mişcă accelerat este echivalentă cu includerea unui 
câmp gravitational. Din acest motiv si în prezenţa unui câmp gravita- 
tional, ds — 0 pentru două evenimente legate printr-un semnal luminos. 
Deosebirea este că, în acest caz, raza luminoasă se curbează. 


Riguros vorbind, problema curbării undelor luminoase 
este o problemă teoretică foarte 
Într-o primă aproximaţie însă, se pot 


rarea ecuaţiilor Maxwell în spaţiul curb) 


complicată a opticii ondulatorii. 


(conside- 


folosi metodele opticii geometrice pentru calculul „traiectoriei fotonului" 
(ecuaţia eiconalului (1.118)). Fotonul liber în mișcare este considerat ca 


oricare particulă de probă, cu masă și energie. Prin urmare, 


direct rezultatele din paragraful precedent. 


Mișcarea, unui foton ce trece prin vecinătatea masei 


se pot folosi 


M, plasată în 


originea, sistemului de coordonate, satisiace ecuaţiile (1.142) si (1.152) 


= р = Р, 
ds 
du PE d А 
аф? E FI ap HUE 


şi, în plus, 


Ecuația (1.152') devine 


du 
аф? 


Din nou, se foloseşte metoda aproximaţiilor 


+ и 


| 


este 
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(1142) 


ш = (1.152) 


„du 
r 


(1.164) 


(1165 
succesive. Soluţia ecuaţiei 


(1.166) 


(1.167) 


unde E este o constantă. Prin- 
tr-o alegere convenabilă a axei 
polare, se poate lua Ф, = 0, so- 
lutia 

reos Ф = R = const. 

(1.168) 

fiind ecuaţia unei drepte per- 
pendiculare pe axa polară (a) 
şi situată la distanţa R de ori- 
gine (fig. 1.22). 

În aproximatia următoare, 
soluția ecuaţiei 


dw 
+ «= 3d(u0)2 = 
do? (00 
3d = 
= ga 008" ^ (1169) di d 
este 
1 cos Ф а = 
и = — = (cos? + 2 ѕіп?ф). (1.170) 
RR 
Trecând la coordonatele rectangulare (fig. 1.22) 
т = т сов Diy = rsin 0, r—(z*-3y)^, (1171) 


soluţia, (1.170) devine 


(1:172) 


i stă, ie rezultă că traiectoria luminii: are un caracter hiper- 
мо 25 i eon unei planete (ds # 0) are un caracter eliptie 
(v. paragraful precedent). 

Cánd y este foarte mare in raport cu 2 (| 
asimptotelor la hiperbola (1:172), 


y| > a) se obţin ecuaţiile 


aris oed (Ay) (1113) 
R 


ii o la infinit” la traiectoria fotonului. 
adică ecuaţiile a două drepte реш 2 ho A ta 
2. jar celeilalte — —— g.1.23). 
Panta uneia dintre drepte este уй iar a сееп: e 
zelor luminoase la distanța Е 
tate) este 


de centrul masei M 
Rezultă că deviația га 1 
(unghiul dintre cele două азр 


4d 4GM _ Pe. (1.174) 
radiani =” R 4 оК R 
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а 4 " $ ^ du, € 30 114 
Pentru marginea Soarelui, CU М == 2: 10% kg 
si R= 7 · 105 km, se obține 
4 mr'' 
a == 0,847- 1075 rad = 1,75 
(1.175) 
Verificarea experimentală а acestei relaţii : z 
efectuează în felul următor : in timpul unei 
eclipse totale de Soare, se fotografiază câmpul 
stelar din imediata vecinătate a Soarelui 
şi se compară cu fotografia aceluiași сатр 
luată şase luni mai târziu, in absenţa Soa- 
relui. De exemplu, în anul 1922, Campbell și 
Trumpler au determinat cu instrumente di- 
ferite valorile 


Fig. 1.23 


3/70" Н (уй și 1,82” + 0,15", 


ceea ce concordă destul de bine cu estimările teoretice arătate mai sus. 
Micile abateri de la valorile teoretice se explică prin efectele secundare 
datorate atmosferei Soarelui. 

Deoarece, pe de o parte, observarea deviatiei luminii de către Soare 
este posibilă numai în timpul eclipselor și, pe de altă parte, din punct de 
vedere teoretic, deviația trebuie să se observe în toată gama undelor 
electromagnetice, este firesc să se încerce observarea deviatiei undelor 
radio cu ajutorul radiotelescoapelor. Astfel de observaţii au devenit posi- 
bile începând cu anii 1962 — 1963, când s-a descoperit prima sursă radio 
puternică, şi anume quasarii. În anul 1967, I. I. Shapiro a efectuat prima 
măsurătoare a deviatiei radioundelor, observând în radiotelescop quasarii 
3C 273 51 3C 279 (3€ 273 înseamnă obiectul astrofizic nr. 273 din al trei- 
lea catalog Cambridge). Aceste obiecte cosmice, in fiecare an, la 
8 octombrie (fiind observate de pe Pământ) trec prin apropierea Soarelui 
51 deci la aceste date se pot face măsurători: de deviații ale undelor elec- 
tromagnetice. Actualele radioteleseoape cu baza de câţiva kilometri pot 
măsura deviații de ordinul a 3 - 10-4 secunde de arc. Din nou teoria lui 
Einstein este confirmată experimental. 


1.2.7.5. Deplasarea îreevenţei undelor electromagnetice (decalajul 
spectral) sub acţiunea gravitatiei. Se consideră o sferă de masă М, de 
centru О $i de rază ту, а cărei suprafață emite radiaţii electromagnetice. 
Acesta este modelul unei stele, de exemplu, Soarele. Se presupune că un 


observator este situat la distanța, Ta de O si rg > rj. De exemplu, pentru 
observatorul terestru în raport cu Soarele, 


Ti = 700000 km și r, = 150 000 000 km. 


Spaţiul din jurul lui O este determinat de metrica, Sehwarzchild 
{ , 


d? | 
dei уг n d9 +. rè sino os + (1 рд eat. 
ic ъ2, 
нА cr 
(1.176) 
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2G M 


Datorită coeficientului | lo dM 

etr 
reprezintá timpul (fizic, obişnuit), ci numai o coordona 
poral al evenimentelor. Dacă două evenimente 
punct situat la distanţa ^ de О, prin numerele t si t 1 
care le separă este E. 


it variabila ( din (1.176) nu 


tá de reperaj tem- 
sunt reperate, intr-un 
- dt, durata proprie 


TESTE 2 2M. 
— ds = cd = || l-—- ЧА dt, (1.177) 


CT 


deoarece dr => 40 = d = 0. Un punct de pe suprafața stelei emite o 
primă „creastă? de undă reperată prin numărul tı, iar următoarea este 
reperată prin numărul t,. Perioada proprie de emisie este deci 


[ 2G M 
т. 1 oM (à 25.4); (1.178) 


У a 
Gr, 


iar perioada radiaţiei recepționate de observatorul situat la distanța Fs 


de O este 
S PN ung ie 
pi y 1 A ren. (1.179) 


Dar, deoarece observatorul este practic imobil în raport cu punctul de 


emisie cousiderat, în timpul unei perioade, diferențele ti — !, si t$ — fa 
sunt egale si, prin urmare, 
t Lă 9 ) 
= = وا‎ =h! (1.150 


Dacă A este lungimea de undă emisă şi A- A) este cea recepţionată, se 
poate scrie 


X ۸ 1 
DM 26M 1 
GM 
|\ І cr А0 1 - | Я 


(1.181) 
igi л gravitational, este 

de unde decalajul spectral zy de origine pur gre itaţională, es 

| A GM (1182) 
(E LT ү 
sau, pentru deplasarea do frecvenți, 
1.189 
AN s ond GM "ee ( 


er 


* 
Ж 


Pentru Soare (7, = 700 000 km, M = 2 . 10% kg), rezultă 


9. 10-5. (1.184) 


“0 


Hfeetul pentru cuplul Soare- Pământ este deci foarte mic, De exemplu, 


100 
dense (piticele albe, stelele neutronice), unde la o masă de același ordin 
de mărime cu a Soarelui corespunde o rază de 100 sau de 10 000 de ori 
mai mică, efectul este mare. Si pentru quasari decalajul este mare. De 
exemplu, quasarul 30273 ате 2, = 0,156 (linia Н, este observată la 
т 586 А) şi, folosind relaţia (1.182), se pot e zalua masa şi raza obiectului 
astrofizic. 

Deplasarea (1.182) se mai numeste deplasare gravitațională spre 
roşu a liniilor spectrale (Ал > 0, Av < 0). Nu de mult timp o astfel de 
deplasare a fost măsurată în câmpul gravitațional al Pământului, particu- 
lele emițătoare $i receptoare (,,ceasornicele") fiind situate la o diferență 
de înălţime Ал între ele şi atunci din relația (1.181) rezultă 


СА EN e 


radiația X — 5 000 À prezintă un decalaj de А. Însă la stelele hiper- 


y cri Cra 
GI Ah 
22 3t - (7, To) =1 +g (1.185) 
eru, с? 
Pentru AJ Ay з 
entru Ah = 10 m, = = 10-7». О deplasare de acest ordin de mărime 
у 


a fost măsurată cu ajutorul efectului Móssbauer. În anul 1960, Mâssbauer 
a descoperit că, în anumite condiţii, unele nuclee atomice, cum ar fi nu- 
cleul Fe”, emit sau absorb radiații y cu o frecvență foarte exact determi- 
nată. Cu alte cuvinte, dacă nuclee de acest tip sunt plasate în câmp gra- 
vítațional, în două puncte între care există diferența de înălţime Ah 
radiaţiile emise, de exemplu, de nucleele de „sus” nu sunt absorbite de dale 
de „jos”, datorită deplasării de freevență cauzată de ата Însă dacă 
nucleele emițătoare (sau absorbante) sunt în mişcare бо 0 vit SR MOS lar 
Meo in raport cu nucleele absorbante (emițătoare), atunci deplasarea 
gravitațională, poate fi compensată de deplasarea Doppler si absorbii: 
are loe, Dacă teoria lui Rinstein este corectă, : Co tM 


- * К atunci viteza e trebunie să 
satisfaeá relaţia | viteza v trebuie să 


me (1.186) 

pentru exemplul de mai sus (Ah — 10 m), rezultă o: 5 

Verificarea experimentală a relaţiilor (1.185 (1.186) 023 .10-: em/s. 
90у; s400 


a fost realizată cu 
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Succes în anul 1960 de e 
Harvard. 


tre R. V. p P 
‚ V, Pound si C, А. Керка la Universitatea, 


În încheierea, ; А 
R n heierea acestui paragraf 
vitaţională spre rosu re ia CEP 
ККЕ ЖИРЕН $U reprezintă una din 
relativităţii generalizate si exi ў 
îi tor bh ML existenţa ei arată 
i formulată într-un spatiu {дт 

vs 10 spațiu fără curbură. Din acest motiv, teoriile gravi 
taţiei cu spaţiu ,,plat? (fără curbură Sati UU E лй 
Whitehe: A ara curbură), cum sunt cele ale lui Birkhoff sau 

ntehead nu mai sunt luate în considerație ; 

1.2.1.6. Alte )rezieeri : 1 Я rn К "T 

: А OPE оү preziceri ale teoriei relativităţii generalizate, Deplasarea 
periheliului, deviația (curbarea) ra; пу wor 
EN. dun area) razelor de lumină, sí deplasarea spre rosu 
sunt considerate ca trei tes enti Boy: БЕ. і 
а, А а trei teste esenţiale („seruciale”) ale teoriei relativităţii 
9 55 eoria are şi alte preziceri, unele dintre ele fiind, de asemenea, 
verificate exper a. " ера ЫЫ T P» 
E icate experimental. Astfel este experimentul Shapiro, în care se veri- 
іса, cu ajutorul semnalelor electromagnetice trimise de ре Pământ si 
reflectate (semnale „ecou”) de planete (Venus, Mercur) sau de aparate 
cosmice (Mariner 6, Mariner 7), influența câmpului gravitational al Soa- 
relui asupra timpului necesar undei electromagnetice să străbată distanța 
dintre două puncte. 

Un alt efect care rezultă din teoria relativităţii generalizate este efectul 
Lense-Thirring. Este cunoscut; faptul că, dacă un corp central cu sime- 
irie sferică nu se roteşte, planul orbitei unui satelit al său rămâne nes- 
chimbat. Dacă însă corpul central se roteşte, metrica nu mai este de tip 
Schwarzschild si apare o precesie giroscopică а orbitei satelitului (fig. 1.24). 
Acesta este efectul Lense-Thirring, încă neverificat experimental. 

Alte efecte prezise de teoria relativitátii generalizate sunt existenta 

Het E “urilor i f àfele-Keating 
undelor gravitaționale, existența găurilor negre, efectul Hafe ng 
GENT. ê "insteim. Soluţia Kerr 

ii : ог ;instein. Soluţia Kerr 
1.2.7.1. Alte solutii exaete ale ecuaţiilor lui Ein Ө 
erie cå l 
(R. P. Kerr, anul 1963) descrie càmpu 
^ ít : La 1 a- 
un corp în rotație $i conține doi F 
Жор ү. i [ si mentu 
rametri fizici: masa М $i mo R 
E : *tantá astro- 
cinetice L. Este importantă in 
fizică. TN 

= т anul 1905) 
Soluţia Kerr-Newman (i A 
etricii Kerr, pe” 
si 


trebuie precizat că deplasarea gra- 
caracteristicile principale ale 
că teoria gravitaţiei nu poate 


gravitational exterior, creat de 


este o generalizare а m eat 
tru cazul in care obiectul posed: 
sarcină electrică. 

Soluția. Friedmann 
fost obținută în ipoteza w 
este omogen și izotrop, ava 
dilatare gi comprimare: (o etis 

` Pisti multe alte soluții ca 
nu au, deocamdată 
fizică. _ _ 


(anul 1922) a 
că universul 
faze de 


2, INTERACȚIUNEA ELECTROMAGNETICĂ 


32.1. Introducere 


Cu excepţia forţelor gravitaționale, toate „orţele” care sunt impli- 
cate în fenomenule fizice obişnuite sunt, în cele din urmă, forțe electro- 
magnetice. Teoria fenomenelor clectromagnetice are un rol deosebit de 
important, deoarece ea este prima teorie relativist invariantá care a con- 
tribuit la crearea, si fundamentarea teoriei relativității. În cadrul acestei 
teorii a apărut conceptul de câmp, ca mijloe de transmitere cu viteză, 
finită a interacțiunilor electromagnetice, din aproape în aproape, соп- 
cept opus ideei „acţiunii la distanţă”. 

Pentru înţelegerea cât mai exactă a fenomenelor electromagnetice, 
sunt expuse mai Întâi capitolele clasice : electrostatica (teoria câmpurilor 
electrice create de sarcini fixe), electrocinetica (teoria curentului electric 
continuu), magnetostatica (teoria câmpurilor magnetice create de curenţi 
constanti) si electrodinamica (teoria câmpurilor electrice şi magnetice 
variabile în timp). Apoi, pentru a lua în consideraţie efectele relativiste, 
este expusă electrodinamica relativistă, unde se demonstrează natura rela- 
tivistă a câmpului: electromagnetic și se dă formularea co 'ariantá a elec- 
tromagnetismului. Principiul superpopoziţiei pentru câmpul magnetic 
devine acum un corolar al principiului superpoziţiei pentru câmpul electric. 


2.9. Electrostatica 


2.2.1. Proprietăţile sarcinii electrice 


2.21.1. Două tipuri de sarcini electrice, Experiențele si observaţiile 
au arătat că porțiunea din univers accesibilă investigației omeneşti cu- 
prinde peste tot sarcini eloctrice. Majoritatea fenomenelor din natură 
(de exemplu, formarea substanţelor compuse, lormarea aurorelor boreale 
ete.) se explică prin existența interacțiunilor dintre sarcinile electrice. Cea 
nai mare parte a materiei din univers se află în statea de plasmă, adică 
reprezintă un amestec de particule încărcate cu electricitate de semne 
contrare, 

În plasmă cantitatea de sarcină pozitivă este aproximativ egală eu 
cea de sarcină negativi. Prezenţa a două tipuri de sarcini se manifestă 
și în alcătuirea mioroscopică a materiel ; atomul reprezintă un ansamblu 
de particule încărcate pozitiv și negativ. Mai mult, chiar particulele ele- 
mentare care араг са tiind lipsite de sarcină electrică (cum sunt, de хет 
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plu, neutronii) sunt stiti A + 
„Negative. 5 constituite dintr-un nimi egal de sarcini pozitive si 

Se observă deci, ca, с A 
existenţa ci în AOU modani pozival тен 
cate pot fi divizate în două Vll үч epic LUĂ Toate particulele încăr- 
gându-se, iar cele aparținând AP apar tinând la clase diferite atră- 
tentei acestei proprietăți universale nu Est Ош ngându-se. Cauza exis- 
se consideră că sarcinile pozitive si celo пех е exact. In prezent, 
trare ale aecleiasi calităţi, după c gaii ve reprezintă laturile con- 

СКАПО? uds ; după cum, de exemplu, noţiunile drept” si 
„stâng” sunt laturi contrare ale proprietăţii de simetri ерү: ȘI 
după cum se poate vorbi de cele două, e a pp A y spaţiului, sau 
este esenţial care tip da sarcină este numit pozitiv bas ч pi Sua 
tându-se alege și denumirile inverse. Această, БӨУ НА E ED P. 
că însumarea, sarcinilor electrice, deci determinarea, sarcinii d iod cay 
atom, se face algebric. ă BEO EAD, 

Experiențele de tipul celor care au dovedit existenta a două tipuri 
de sarcini electrice (producerea electricității prin frecare), au condus si Ia 
alte concluzii importante. S-a arătat ей toate corpurile solide se electri- 
zează prin frecare. Există o categorie de corpuri care prin frecare se elec- 
trizează, dar sarcinile electrice rămân în locurile în care au apărut, nu 
se ráspàndese pe tot corpul. Aceste corpuri nu permit sarcinilor să treacă 
de pe un corp pe altul decât după un timp foarte lung și deci nu se des- 
carcă prin legare la pământ, prin atingerea cu mâna. Astfel de corpuri 
sunt ehihlimbarul, sticla, ebonita ete. si se numese corpuri izolante (de 
la cuvântul italian isola = insulă), izolatori sau dielectrici. 

A doua categorie de corpuri se electrizează pe toată suprafaţa lor, 
chiar dacă frecarea s-a efectuat numai pe o porţiune a acesteia. Astfel 
de corpuri, cum sunt metalele, care permit ca sarcinile electrice să se 
deplaseze de pe o porţiune a corpului pe alta sau de la un corp la altul 
se numese conductori. Pentru a putea electriza un corp metalic trebuie 
са între el şi corpul experimentatorului să se afle un izolator, fapt desco- 
perit prima datá de Stephan Gray in 1729. Conductorii pot fi electrizati 
numai dacá sunt fixati intr-un máner izolator. 

Experienţa arată că niei un corp (izolator sau conductor) nu-și 
păstrează starea de electrizare (excesul de sarcina electrică A ONE: 
tip) un timp nelimitat. Mai devreme sau mai táziu, m goan са AES 
corpul își pierde sarcina electrică in exces. Această trecere с 3 la B Sont 
electrizare la starea neutră se numește relazare electrică, îi ей оа 
date mai sus rezultă că izolatorii au un timp de г elaxare lung, in timp се 
conduetorii au un timp de relaxare foarte scurt. E ACEL 

2.91.2. Conservarea sarcinii electrice. O altă prop! ani mce poate fi 
electrice este conservarea ei. Legea aa м idé а, “experimentele efec- 
лаш AC MNA: E Jat (E собна electricităţii. Enunţul ei 
tuate până acum, fie ca un postulat "sarcina electrică totali, adică suma 
este următorul : într-un sistem izolat, кыт rămâne constantă. Cu alte 
algebrică а sarcinilor SE AA in di so schimbă dacă frontiera care 
cuvinte, sarcina totală a niti pistor rticule încărcate. Această lege nu 
il delimitează nu este traversată de parv 


e d 8 at. De 
1 nhu Б i tive luate È epar at 1 € 
^ А ` oziti 0 ا‎ ga să dme id 

l коа conger Val de m р Ms erii TOAT i, : t pep 


dà p antiouib go terior în sistem. Dacă 

i oni t. de asemenea, pătrunde din ex 8 К шу ка 

fotoni. оп ро !mard Ший in interacțiune cu atomii une , 
fotonii de energie mi 


ală a sarcinii electrice, 
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se produce o reacţie ce conduce la creare: 
tron. Este posibilă şi re 
dispare (se anihileazi) 
descrise de ecuaţiile 


v unui electron si a unui pozi- 
acția inversă, in care o pereche electron-pozitron 
ŞI ca rezultat se emite un foton. Procesele sunt 


Y А ¬ X 4 e- et (ereare), 
€7 et — ү -+ ү (anihilare), 


care arată că în sistem se pot schimba cantităţile de electricitate pozitivă, 
Şi negativă, dar sarcina totală rămâne constantă. În cazul particulelor 
cu energii mici (cum este cazul electricităţii obisnuite) se conservă, atât 
sarcina totală, cât şi sarcinile pozitive şi negative luate separat. 

Conservarea sarcinii mai apare în procesul de disociatie electrolitică, 
în procesul de electrizare prin frecare, în procesele care implică particule 
elementare eto. 

Încărcarea electrică (electrizarea) a unui corp macroscopic este posi- 
bilă, evident, numai schimbând numărul particulelor elementare încăr- 
cate din el. Însă sarcina electrică a unei particule elementare însăși re- 
prezintă o proprietate intrinsecă, inseparabilă, a ei. Este imposibil să, 
se „încarce”? electric o particulă elementară, adică să i se schimbe sar- 
cina. 

Sarcina, electrică a unei particule elementare (cum este electronul 
sau protonul) este o caracteristică fundamentală а ei si nu depinde nici 
de alegerea sistemului de referinţă, nici de starea de mişcare a particulei 
și niei de interacţiunea, ei cu alte particule. Se spune că sarcina, electrică, 
totală a unui corp este un invariant relativist. Din acest punct de vedere, 
sarcina electrică nu este analogă masei corpurilor, care 81 aceasta este о 
caracteristică fundamentală, masa fiind o mărime ce depinde de viteza 
corpurilor. 

2.2.1.3. Cuantifiearea sarcinii electrice. În una din legile electroli- 
zei, formulate de: Faraday în anul 1833, se afirmă : cantitatea dintr-un 
element care se oxidează sau 'se reduce într-o celulă de electroliză este 
direct proporțională cu masa atomică a elementului respectiv, divizată la 
un număr întreg si mie: 1, 2, 3,.... Acest raport, A/n, va reprezenta 
ulterior echivalentul chimie sau echivalentul gram al elementului respectiv. 
Cifrele intregi din legile. electrolizei i-au sugerat, în anul 1814, lui 
б. Johnstone, Stoney ideea că structura electrică a atomilor este 
discontinuă, Si S. Arrhenius în 1887 a presupus că sarcina unui ion de 
valență n, este de. m ori mai mare decât sarcina purtată de un ion 
monovalent, pe care o considera са o sarcină, elementară. 

În anul 1891, Stoney propune ca, unitatea de sarcină electrică să se 
numească electron $i să reprezinte cantitatea de electricitate care se eli- 
berează prin oxidarea sau reducerea unui atom monovalent. În: anul 
1879, J. J. Thomson, calculând. din deviația razelor catodice în câmpuri 
electrice şi magnetice valoarea, sarcinii specifice e/m, pune în evidenţă 
prima particulă subatomică, electronul. 

Între anii 1909 și 1917 Robert A. Millikan a efectuat măsurători 
directe asupra sarcinii elementare pe baza studiului mișcării unei sfere 
incáreate în aer (picătură do ulei) 8i a găsit că întotdeauna sarcina 9 a 
sferei este un multiplu întreg al sarcinii elementare, e, adică q — ne, unde 


[e| = 1,6021892 (46) - 10-19 0. 
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ln concluzie, sareli T 
4e, вата electrică а] i 
Sens X h 5*9 4 a unui corp este cuantificată., 1 
sul V nu poate avea orice valoare. ci р its fs Жыз UN ju 
(pozitiv, respectiv negativ după cum cot Шы fa o ac Po TN Qe 
negativ) a үк. ача le LA deloc orpui este încărcat pozitiv sa 
Ы ) al unei sarcini egalo in valoare absolută cu sar ine | ў lui. 
Desigur, problema cuantificării sarcinii iese din lir itel 4 ls ТОН. ela 
меб десвтела пайгам Ys 14956 imitele electricităţii cla- 
оң deoarer e Ineürcürile electrice obisnuite ale corpurilor ki alla У 
мемар uu număr foarte mare de sarcini elementare E iion 
A ү e id | i т AC >] а 4 
bs ți N xs Ni: t numeroase cercetări experimentale până acum 
S-au detectat purtători de sarcină fractionară 1 cadrul t 
m d ! Sarc ас{іопатӣ. Totusi, în cadrul teo- 
viei particulelor fundamentale s-a arătat РОВ БН, BEATAE анд 
Ў je " 


GNIS nor а ; »xlatentéi ; 
particule în üreate, numite quareuri, care au ca ora NIE p. 
s i ied " 4 d € 7 un > 
sureina electrică elementară e. ÁO actiune din 


ә о Y M ә a " 
| 2.24 4. Universul Lyttleton-Bondi. Sarcina protonului este egală, 
in modul, cu sarcina electronului. Această egalitate a fost verificată prin 
AY Dar "aom N P ^ : d 
ООО qM e elire 
sau de molecule, de hidrogen Un i e e ШАШ UGG MOL 
Nu sau observat diferente in Зе артаар electric foarte puternic. 
Qi j Trent alorile sarcinilor niei măcar de ordinul 
6919310598: 

„În conformitate cu concepţiile actuale, între electron si proton 
există una dintre cele mai mari deosebiri posibile între particulele ele- 
mentare. Nimeni încă nu înțelege de ce totuși sarcinile lor sunt in 
modul egale cu un grad de precizie atât de înalt. Cuantificarea sarcinii 
este o lege universală și trainică a naturii. 

Ce s-ar întâmpla dacă ar exista o mică diferență àg între mărimile 
sarcinilor electronului și protonului? În anul 1959, Lyttleton si Bondi au 
sugerat că expansiunea observată a universului poate fi înţeleasă са o 
respingere electrică datorată tocmai acestei mici diferente 34. Ei au 
elaborat un model de univers in care, pentru a explica densitatea cons- 
stantă de materie din univers (observată, deși are loc o continuă expan- 
siune), au propus o continuă creare de materie (atomi de hidrogen) si deci, 
in mod necesar, de asemenea, o creare de sarcini electrice la nivel cosmic. 
Valabilitatea. ipotezei Lyttleton-Bondi este operativă pentru àg = 10 e. 
Cum în condiţii de laborator s-a arătat cá òq = 10-26, ar rezulta că uni- 
versul Lyttleton-Bondi nu este real. Totuși, experimentele actuale на 
pot infirma о variantă а teoriei in care se presupune că în unn ers gunt 
mai mulți protoni decåt electroni. s b 

2.9.1.5. Distribuţii macroscopice de sarcini electrice. La d T 
croscopică, cum este cazul electricităţii clasice, se poata rage leii д 
sarcinile electrice sunt repartizate in mod continuu giam poa A RAM 
‘densitate volunticá de sarcină (р), О densitate superficiatà Ў 
sitate liniară de sarcină (2). 

Dacă sarcinile sunt distribuite într-un volum 
riza, starea de electrizare a acestuia într-un punot 
densitatea volumică de sarcină electrică în pune 


| | Ad. (3) (24) 
р = р(@, у, *) = Ша “дү \4Ё/м 


V, pentru à caracte- 
М(а, y, 2). 8e defineşte 


tul M prin relația 


unde Ag este Te e lin e ntul de volum AV con- 
| g es ina trie (totală) din leme Шш A соп 
id i ju ul pni n 5 A cana densitatea volumică de sarcină, 
siderat in Jur t cO 
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cantitatea totală de electricitate, q, din volumul V se calculează astfel, 


Am \\ g(2, у, 2) dV. (2.2) 
; 


Unitatea de măsură pentru densitatea volumică de sarcină este coulomb pe 
metru cub (1 C/m* = 1 А : &/m?). 

În mod analog se determină starea de electrizare intr-un punct 
al unei suprafeţe 5 electrizate, prin densitatea superficială de sarcină c, 
care satisface relaţiile 


| Аа 244 aia 

TS a "i 4 йү AS Е а8 , Rc 

€ | 

aa: (24)‏ =9 کد 
m?‏ 


5 
Starea de electrizare într-un punct oarecare al unui fir încărcat 
electric se defineşte prin densitatea liniară A, care satisface relațiile 


„Ag dq (zs 
А == Nette iet) lim c Emm (2-9) 
IUD OK си лар 
ia Ху = б; : (2.6) 
а=\лч!{, A ml z (2-0) 
m 


(С) 


În mod formal, uneori este convenabil să se considere chiar sarcina 
punctiformá ca o distributiecontinuá. Acest lucru se poate realiza cu ajutorul 
funcției delta (5) introdusă de Dirac în 1926, care nu este o funcţie obis- 
nuitá, ci este о functie generahzată în sensul cá ea însăşi nu este definită 
(nu se poate vorbi despre valorile sale), dar sunt definite numai integralele 
din produsele ei cu alte funcţii. Pentu orice a > 0 si o funcție oarecare 
continuă f(7), se poate serie 

+a 


| f(a) 32) da = f(0), (2.1) 


- 


unde ôs) este funcţia 8 unidimensională. În spaţiul tridimensional, 
are loe egalitatea, | 


ym Y?) av Wo 3(0) Xy) 3a) AV = (о), (2.8) 


lii 


unde ? = Ое V, Be introduce şi funcţia 2(2' — g), definit 
și anume, ea este egală eu zero in toate punctele, 
singular 4 = v, în care devine infinită, însă astfel 
funcții peste întregul interval (care cuprinde 2) 


tă pe toată axa 
în afară de punctul 
ca integrala acestei 


să Я У ai 
egală cu unitatea, să rămână finită si 
оо sva 
\ № — a) da = | Maz —2) do —1, аъо. (2.9) 
-00 x». à 
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La fel, pentru cazul tridimensional se poate serio 


| 755-7) ау 1. (210) 


Prin urmare, dacă o sarcină if y 

i , часо o sarcină punetiformi q es al A 4 evi 

а А ste situată în originea, coor- 
donatelor, densitatea de sarcină este nulă, peste ЖОЛУ aiot 
O(0, 0, 0), in care tinde la infinit in conformitate cu definitia (2.1). Rezultá 
că funetia 3 este legată de densitatea de sarcină c(7) а sarcinii q prin 


tot in afară de punctul 


relaţiile simple P» 


e) = els, y, 2) == q 8(7), (2.11) 


Qs N q X7) dV =q. 


Daci sarcina puncetiformá q este situată într-un punct de rază vectoare 
^', atunci distribuţia de sarcină este determinată de relaţiile 


el) = 0(# — 7) = qi — 7), 


c(7) = 0 dacă 7 # 7", (2.12) 


\ (F) dV {аб “уау eq 
2 


unde integralele se calculează pentru întreg spaţiul. 
2.2.2. Legea lui Coulomb si limitele ci de aplicabilitate 


Electrostatica studiază câmpurile electrice create de sarcinile imo- 
bile, aflate în starea de echilibru electrostatic, când sistemul de sarcini nu 
implică deplasări ale sarcinilor unele în raport cu altele. Se poate afirma, 
in termeni relativisti, cá un sistem de sarcini electrice aflate in echilibru 
electrostatic permite alegerea unui sistem de referință unie, їп Topau; 
fatá de toate sarcinile electrice, în care experimentatorul pose E 
legile electrostaticii. Câmpul electric produs de un asttel de iue cda 
sarcini și măsurat din acest referential se numeste câmp ы к : к 
în esenţă, el reprezintă un câmp electric staționar, un сал pa i 
Amp electromagnetic. 

Legea cantitativă fundamentală 
a clectrostaticii a fost descoperită 
de Coulomb în anul 1785 și enunţul 
ei, pentru două sarcini punetiforme, 
q $i q^, este reprezentat prin expresia 
forţei de interacţiune dintre cele două 
sarcini, 


pag зман (913) 


Ce HP А 


; "ar ervin “X 
| razele vectoare care interv] А 
unde raz atin figura 2.1. Vig 


au semnificaţia indic i 
9) 


Б C 567 


Mărimea, e care intervine în expresia forței se numeşte permativita- 
te (absolută) a mediului in care se află cele două sarcini. Semnificatia 
fizică a acestei mărimi va fi explicată în secțiunea destinată studiului 
dieleetrieilor. Dacă se notează eu e permitivitatea vidului, legea lui 
Coulomb, pentru vid, se serie astfel: 


9» wo MUT 


0 


= = : DELETE (2.14) 
dep 4|? — |77 | 


Prin definiție, raportul P/F, dintre forţa electrostatică ce se exer- 
cită în vid asupra unei sarcini punctiforme si forța care se exercită asupra, 
aceleeaşi sarcini într-un mediu dielectric, se numeşte permátivitate rela- 
їой a acestui mediu si se notează cu e,; 


nj FE = 
" VE RTT E CAE (2.15) 
1 1 £9 


Evident, s este adimensional, iar unitatea de măsură pentru = se eva- 
luează din legea lui Coulomb 


02 A?.g?-. m A-S F 
(E = = = — =1—. (2.16) 
m?N m?- V-A-s V-m m 


Adeseori, când sistemul de coordonate se alege astfel încât q' este in 
origine (7' = 0), legea lui Coulomb se serie sub forma 


peto vag T (241) 
AT E0 Erh 7; 
вап, în modul, 
yn 1 191-191. (2.18) 


Are т? 


Permitivitatea vidului, so, este o constantă fizică si este determi- 
nată de relaţiile 


107 Е D 
Ep = —— —— & 8,85. vat i 
4702 m m 
1 
sS ON: (219) 
4T eo I 


În ceea ce priveşte limita de aplicabilitate a legii lui С 

lui Coulomb, 
trebuie precizate cele două scări în ШО еп care se în bara în general 
fenomenele fizice, La scară mieroscopieá, la distanţele dintr-un atom, de 
exemplu în atomul de hidrogen, pentru comportarea dinamică a electro- 
nului se folosește mecanica cuantică, dar forta electrostatică este cea 
obișnuită, coulombiană, Dovada este că energiile atomului. calculate pe 
paza legii lui Coulomb, ве verifică experimental. La distanţe mai mici, 


EISE i 10-14 
interioare lui 107" ош, nu se ştie dacă legea lui Coulomb mai rămâne 
valabilă. 
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\ wa m ros opici t "nit I oare ecli tren ) t 
La Seara uc NC l \ la dist n Al jeri f I rrafíiee ІЦ 
D \ O i i ) П 


dacă această leg ar ti « A ap ale legii lui Coulomb. Totusi 
PRA ceastă 1‹ ge nu ar fi adevărată pentru distante mari, i 4 l'ofugl, 
tatc CU eleetrodinamiea cuantică masa da nit ] nari, m conformi- 
(totonul) nu ar fi zoro, aşa cum tenia Mie : repaus 5 cuantei de lumină, 
dew I Y à Vp eL aum eorla relativității, ceat, fa 
al Шр» dependența de lungimea de undă, a vitezei be Th Уни) 
` un 7 die ele ¢ ^ "^U lee р, Ж 
ng ice în vid (dispersia in vid), ceea ce nu s-a observat, experimental СА 
puţin pentru distante de ordinul mai multor kilometri i 


€ о € 


2.2.3. Principiul superpozitiei 


Legea lui Coulomb (2.13) este adevărată pentru corpuri încărcate 
ale căror dimensiuni sunt mult mai mici decât distanţ» dintre ele (cor- 
puri punctiforme). În cazul în care sarcinile electrice sunt repartizate pe 
corpuri de dimensiuni mari, forţa de interacţiune electrică dintre corpuri 
este egală cu rezultanta vectorială (geometrică) a tuturor fortelor de 
interacţiune dintre sarcinile elementare care constituie sarcinile electrice 
atlate pe acele corpuri. Cu alte cuvinte, dacă sunt prezente mai multe 
sarcini, legea lui Coulomb este valabilă pentru fiecare pereche de sarcini 
(principiul independenţei acţiunii forțelor). De exemplu, pentru a ceal- 
cula forta exercitată de n sarcini punctiforme, distincte, qs, situate in 
punctele cu vectori de poziţie 7r, asupra unei sarcini q, situată in punctul 
cu vectorul de poziţie r, se toloseşte ecuaţia 

n 5 Ee 
Beat ta Biela e acp Pai d Y E — — — (2.20) 


ЬЕ ДИ — Fa 


unde B de exemplu, este forța exercitată de q asupra eu E 

Pentru o distribuţie volumică de sarcini, dacă sarcina unităţii de 

volum din punctul de vector de poziţie 7 este 0(? ), forta кешеншен 

asupra unei sarcini q din punctul cu vector de poziţie 7, datorată sarcinii 
dintr-un element de volum dV’ este 

* P)dV #—7 qM 

а: q e ) d SEE (3.21 


4T. € 


i cină, 8 i Horta 
х Se. А Ы TE е de sarcină, se obţine fort 
Integrând pe domeniul distribuţiei volumiet i 


totală ce acționează asupra lui 4 n 


He EK OTS 


ien sarcină pe supra- 
4 "a ‘antru distribuții de sa 
În mod analog se pot obţine formue ри i gl, respectiv, liniare): zează 
fată sau pe curbe (distribuții dne ozultante (9.90) şi (2.22) se bazează 
anere a fortelor rez EA Г wii) care, in 
( de obtinere a forpelo Ht od suprapuneri), ~s 
a Scule о tie) al аирегрог Не! ДАА, electrostatice ; b) 
ы exprimă : а) aditivitatea (veotorlală) e denţei acţiunii forţelor 
зе, 2 dina 1 ; sarcini 
ipoteza (fundamentată expel 90 interactiune dintre două sarcini nu 


d i ineipiul superpo- 
electrostatice, în sensul АЯ th general vorbind, pr щй eur с 
zeny OT xc MON "nn ile) limare P OR 
depinde de prezenţa аот о ооо (interacțiuni Т. aport cu mărimile 
“tei det dim ata fenomene aunt liniare 
leseriu acest 
fille саге desertu 


izice implicate. * 


(9.29) 


2.2.4. Intensitatea câmpului electric si reprezentarea câmpului 
electric prin linii de câmp 


Câmpul electric (numit si electrostatic, în cazul in care nu depinde 
de timp), са si sareina electrică, este o noţiune primară. Nu are sens să 
se încerce definirea lui prin intermediul altor mărimi fizice „mai simple" 
Tot ce se poate face este să se constate existenţa lui si să i se descrie 
proprietăţile. 

Sarcinile electrice înzestrează spaţiul din jurul lor cu proprietăţi 
fizice particulare, adică creează un câmp electric. Prezenţa câmpului 
electric în jurul oricărei sarcini este o proprietate inerentá a acesteia 
Câmpul electric se pune în evidenţă prin forţa care se exercită asupra 
unei sarcini de probă (sarcină, test) adusă în câmp, adică a unei sarcini 
mici, punctiforme, pozitive (prin convenţie) care practic nu modifică 
câmpul în locul în care e situată şi nici nu deplasează (nu redistribuie) 
sarcinile de pe corpul care creează câmpul (fig. 2.2). 

Notând cu q mărimea sarcinii de probă, forța care acţionează asu- 
prea ei se serie astfel : 


Е = (Е, (2.23) 
unde vectorul E, numit intensitate a câmpului electric, nu depinde de g, 
ci este determinat numai de corpul încărcat şi de distanţa în raport cu 
acesta. Din relaţia (2.23) rezultă că intensitatea câmpului electrice, E, 
reprezintă forța electrică ce acţionează asupra, unităţii de sarcină de 
probă 
Жи ЕРДА tea gr * 
Шш = Sau pe scurt, Е. (2.24) 
4+0 q q 


Din legea lui Coulomb si din (2.24) rezultă că intensitatea câmpului 
electrie, într-un punct M (figurile 2.3 $i 2.4), creat de o sareinà puncti- 
formá q', situatá (intr-un mediu omogen, izotrop si infinit) in punctul 


de vector de poziţie 7', este 


, рыд кө 


5(7) = 1 e (2.23) 


Aneel? — 7 |2 |F — 7| 


NSSSNSNNSN 


022222 


Fig. 2.2 Fig. 2.: 


e 
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Pentru modulul lui W, când sarcina g' 
se afli în originea coordonatelor, se poate 
setie 


19| 
E E (2.26) 
AN eo e, 1? 


Unitatea de măsură pentru intensitatea 
câmpului electric este 


Câmpul electric (în cazul în care nu este 
prea intens) are proprietatea remarcabilă, Fig. 2.4 

de a satisface principiul superpozitiei. 

Aceasta înseamnă că intensitatea J а câmpului creat de un ansamblu 
de corpuri încărcate este egală cu suma vectorială а câmpurilor Ё,, 
Ea...» create de fiecare din corpuri separat, adică 


Е = Е, +8, +... = у ps ( 


[e| 
to 
S 


~) 


Principiul superpoziției reduce determinarea câmpului unui corp 
încărcat, de formă complicată (sau al unui sistem de corpuri), la eal- 
culul sumei câmpurilor generate de fiecare dintre elementele infinitezi- 
male încărcate, în care se poate descompune corpul. De exemplu, inten- 
sitatea câmpului; electric creat de un sistem de sarcini фе, situate în 
punctele de raze vectoare 7r, are expresia 


Ij E BS Бика у.» EL (й 7). (2.28) 
AT єлє ff |7 T |? 
С £g т 0 p 


Pentru o distribuţie volumică continuă, cu densitatea de sarcină д), 
se poate scrie 


PF)! aua i \ 69) =) AV! (2.29) 


{тє Er 


Relații analoge sunt adevărate și pentru distribuțiile superficiale sau 
liniare de sarcini electrice. 

Deoarece câmpul electrostatic este conservativ, 
ecuaţia 


se poate serie 


ух F = rot Û = 0. (290) 

lăsând liber” o sarcină de probă într-un câmp electric, după direc- 
fia și sensul de mişcare ale acesteia ве poate stabili тойа satui 
câmp. Proprietăţile câmpului devin mal intuit ive când notita ез! e 
zentat prin linii de câmp (numite si linii de forță), ce кө. 2 e 
(enrbele matematice) a căror tangentă, in fiecare punct, coincide cu 
direcţia vectorului F din acel punct (fig. 2.5). 
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Deoarece vectorul Ё are, în fiecare punct, о 
singură direcție (direcţia câmpului rezultant din 
acel punct), printr-un punet dat se poate trasa 
numai o linie de câmp. Excepţie fae punctele in 
care intensitatea câmpului este zero (punctele 
neutre, v. fig. 2.21), unde direcţia liniei este 
nedeterminată, şi punctele in care se află 
sarcinile clectrice. Sensul liniilor de câmp este dat 
de sensul de deplasare a sarcinilor test pozitive, 
aduse în câmpul respectiv. 

Pentru cazul câtorva câmpuri simple, liniile 
se pot trasa uşor, dar pentru câmpuri mai com- 
plexe trebuie cunoscute mai întâi ecuaţiile aces- 
tor linii. Din figura 2.5 se observă că elementul 
de linie di = df este coliniar cu intensitatea Ё si 
deci se pot scrie ecuațiile diferenţiale 


Fig. 2.5 d? = al (2.31) 


sau 


dx dy dz і (2.39) 


у 
32) 


Mm IDM, E; 


Liniile de câmp ale unei sarcini punctiforme se reprezintă printr-un 
ansamblu de semidrepte dispuse simetric, radial şi trecând prin sarcina 
electrică, sursa sau centrul câmpului, motiv pentru care un astfel de 
cámp se numeşte câmp central (figurile 2.6 si 2.7). 

În cazul în care câmpul se datorează mai multor sarcini punctiforme 
sau unor distribuții oarecare de sarcini, câmpul rezultant se determină cu 
ajutorul principiului superpoziţiei câmpurilor sarcinilor individuale (figu- 
rile 2.8. si 2.9.). 2 

Un câmp electric se numeşte uniform sau omogen dacă, în toate 
punctele câmpului, vectorii E sunt identici. Figura 210 arată câmpul 
uniform dintre armáturile unui condensator plan, când distanţa dintre 
armături este mult mai mică decât dimensiunile armáturilor. 


P 
aa. 


Tig. 2.0 Fig. 2.7 
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Fig. 2.8 
9225. Fluxul electric 


Prin convenţie, se consideră că numărul de linii de câmp, ce trec 
normal prin unitatea de suprafață, este proportional cu mărimea E а 
câmpului electric (fig. 2.11). "A 

Dacă in câmpul uniform (ЕЁ = const) trec, perpendicular prin 
unitatea de suprafaţă, E linii de câmp, atunci prin suprafața Sọ (per- 
pendieulará pe E) trec ES linii de câmp. Se numeşte flus electric prin- 
ir-o suprafată, o mărime egală cu numărul de linii de câmp care trec 
prin acea suprafață. 

Dacă se notează cu Vs, fluxul electric ce străbate normal suprafața 
So, în câmpul E, se poate scrie 

Us, = E So (2.33) 


Pentru a calcula fluxul printr-o suprafață S, înclinată faţă de liniile 
câmpului uniform Û (fig. 2.12), se proiectează S pe un plan У, perpeu- 
dicular pe E si se obţine So = 5 созо. Se observă că fluxul electrice 
prin S, este egal cu fluxul electric prin S. Prin urmare, fluxul priu $ 
este 


(2.34) 


V 
zi 
o 


ds = ES,- ES сова = F: S = 


Sp= 1m? 


Pig. 2.13 


Fig. 2.11 


În cazul in care câmpul electric este ne- 
uniform ( 5 const, fig. 2.13), se defineşte, mai 
întăi, un flus elementar, dy = H- ds, prin ele- 
mentul de suprafaţă dS pe care Ё poate fi con- 
siderat constant şi apoi, prin integrare, se deter- 
mină fluxul total 

7 näs = 


js = = ras = VILE 


5 5 5 


| 


ul 


E dS cos ж. (2.35) 


UC am 


Se observă că fluxul este o mărime algebrică, aşa cum este si En = Ecos a. 
Ja о consecinţă a prineipiului superpozitiei câmpurilor electrice, in 
cazul prezenţei mai multor surse de câmp se pot serie relaţiile 


p= \7-а48—\уй-а$— (a= y os (2.36) 
4 sil A IE ips 


unde ¢, sunt fluxurile vectorilor, Е, prin suprafața S. Rezultă cá sumárii 
vectoriale a vectorilor câmp ii corespunde sumarea, algebrică a, fluxurilor 
acestor vectori. 


2926. Legea lui Gauss pentru medii; omogene (teorema 
fundamentală a electrostaticii) 


Se consideră o suprafaţă închisă 5 (fig. 2.14), în interiorul căreia, 
într-un punct oarecare P, se află o sarcină electrică + Q. Cu centrul in 
P se construieşte o sferă So, de rază 7, care să fie în întregime cuprinsă 
in interiorul lui 85. Se observă că toate liniile de câmp ce pleacă de la 
sarcina Q străbat atât suprafața So a sferei, cât şi suprafaţa S. Prin 
urmare, fluxul electric prin 5 este egal cu fluxul electric prin S, şi se 
poate serie 


( mon 
Qs Us, == Q диа пут ах, = 


rer? 
So 
( Q 
oo ЧЕ: (2.37) 
тео e 


unde e este permitivitatea mediului omogen 
(e = const) in care ве alli sarcina О. Rezultatul 
obținut nu depinde de raza sferei folosite in 
rationament; prin urmare, deoarece numărul 
total al liniilor do câmp (fluxul electric) care trec 
Vig. 2,14 prin suprafeţele tuturor sferelor concentrice 
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Fig. 2.15 


este constant, liniile de câmp create de o sarcină trebuie să fie continue. 
ju alte cuvinte, în afara punctului in care se află sarcina nu pot să 
apară sau să se termine linii de câmp. Sarcina Q este sursa câmpului 
electric. 

Dacă în interiorul suprafeței 5 există mai multe sarcini Qy, fluxul 

total ү este dat de relaţia 
1 
Фа iy, Qe (2.38) 

i i 


Pentru a determina fluxul electric printr-o suprafaţă închisă $, 
creat de o sarcină Q situată într-un punct P exterior (fig. 2.15), se 
construiește un con elementar cu vâriul în P, care decupează pe supra- 
fata S două elemente de suprafață, dS si dó’... Deoarece in interiorul 
lui S nu sunt sarcini electrice, rezultă că toate liniile de câmp ce pleacă 
din P vor străbate atât dS, cát si dS” si deci fluxul electric dọ prin 
dS este egal, în valoare absolută, cu fluxul dj prin dS’. Dar fluxul do 
este negativ, deoarece el străbate suprafata dS în sens contrar normalei 
п şi deci 


ay = = dp ay + d$ —0. (2.39) 


Întreaga suprafaţă S se poate considera alcătuită din perechi de 
elemente de suprafaţă d$ si d, construite ca in Пеша 252, Hn 
fiecare pereche de suprafeţe elementare, fluxul total este nul. Sumând 


aceste fluxuri elementare, se obţine 


pua ф E. d$ — 0; (2.40) 
S 


1 Alu нота printre supratejb fnohisoesto Roi ыы care 


Sus 1afetel. 
produce câmpul se află în exteriorul sup | ıi Gauss sub formă inte- 


Relaţiile (2.38) și (2.40) pem ви (numită în general, supra- 
: trio printr-o su i din punct d 

лы MD, us "d arbitrară, într-un mediu omogen an p „de 
1 ) 


13 


DN 


sarcinilor 


: } lee i 
vedere electric, este egal cu — înmulțit cu suma algebrică a 
Е 
electrice aflate în interiorul suprafeței gi este egal « 
electrice sunt în exteriorul suprafefei. 
Dacă sarcina Q este distribuită continuu în spaţiu, atunci 


Q = WM dV. (2.41) 


V 


— zero când sarcinile 


în conformitate cu teorema Green-Ostrogradski din analiza vectorialá 


care permite transformarea unei integrale de suprafaţă în una de volum, 


dp EOS W div E dV, (2.42) 
S V 


din forma integrală (2.37) a legii lui Gauss și relația (2.41), se obtine 
forma locală (diferenhală) a legii lui Gauss 


diva E. (2.43) 


€ 


Rezultă că semnificația fizică a divergentei vectorului E este dată de 
densitatea volumică a Sareinilor electrice. În punctele din câmpul vecto- 
rului E, în care div E + 0, densitatea de sarcină р = 0 şi astfel de 
puncte sunt numite sursele câmpului. Câmpurile pentru care divergenta 
este zero se numesc câmpuri fără surse sau solenoidale. 

Legea lui Gauss sub formă diferenţială, 


div 70) = £ , 
Ep 
reprezintă de fapt un alt mod de a privi electrostatica. Până ‘аса, din 
definiţia intensității câmpului electric, 


mou бс" 


4meg?? r 


rezultă că sarcina electrică este cea care produce câmpul. Ou alte cuvinte, 
câmpul derivă din sarcina electrică, Din legea lui Gauss însă, rezultă că 
sarcina electrică este cea сато se obţine din câmp. O sarcină electrică 
există ori de câte ori câmpul esto singular în sensul că divergenta sa nu 
este zero. (Când sunt implicate sarcini punetiforme, divergenta se ex- 
primă eu ajutorul tuneţiilor delta.) Nu este nioi o neconcordanţă în această 
afirmaţie. Barcina nu poate exista tără câmp şi câmpul electrostatic nu 
poate exista fără sareiná. Aceste două forme de existență a materiei 
sunt asociate una alteia şi în realitate пісі una dintre ele nu este cauzată 
de cealaltă. În diverse raționamente este mai convenabil ca una dintre 
ele să fie numită cauză, lar cealaltă efect. 


"14 


So 7 


i m 


l'eorema lui Earnshaw 


late cunoscut Гарі й і 
"T L i са 0 ё х "E г 
wule Сувы E & Orice Substanţă este constituită din parti 
cule ineirente electric, NUM ul sareinilor tosi: n 
areinilor negativo E. pa Hor pozitive fiind egal cu cel а] 
sarcinilor negative. Apare astfel în mod теке întreba Mm i 
bile configurații de echilibru sati re dei d ebarea dacă sunt posi- 
: ; : : ти stabile, formate din particule inedreate 
imobile unele in raport eu altele, care să reprezinte atomi, т F ul 
i i pK 9 ‘piez : atom nolecule 
BISleme maerosceopiee ete. 8 "Ale s 4 ; 4 "2a , 
EL pice ete. si in care să nu acţioneze decât forte electro- 
: Instabilitatea, unui sistem format din două sarcin 
evidentă ; sarcinile de acelaşi semn se resping 
nile de semne diferite se atrag până, se ciocnesc si se neutralizeazá. Pentru 
'à un sistem de sal cini electrice, punctiforme să fie în echilibru este песе- 
аг şi suficient са forța aplicată fiecăreia, din sarcini să fie zero. Această 
condiţie este verificată, de exemplu, într-un sistem format din trei sarcini 
punctiforme q, — q/4 și q (fig. 2.16 a). Dar acest echilibru este instabil. 
in conformitate cu teorema lui Earnshaw: orice configurație de echili- 
bru formată din sarcini punctiforme five este instabilă dacă sarcinile elec- 
trice nu sunt supuse ultor forte, în afară de forțele coulombiene de atrae 
he $i respingere. 

Teorema lui Earnshaw este o consecință а teoremei lui Gauss. 
Într-adevăr, fie un sistem de sarcini punctiforme fixe ce se află intr-o 
stare de echilibru stabil si se consideră o sarcină oarecare, de exemplu, 
pozitivă q, din acest sistem, care se aflá în echilibru, în poziţia A (fig. 
2.16 b). Dacă sarcina q s-ar deplasa într-un punct А” infinitezimal 
apropiat de A, ar trebui să apară o forţă dirijată spre punctul A. care 
să aducă sarcina q din nou în A, deoarece s-a pornit de la ipoteza unui 
echilibru stabil. Fie E câmpul electric creat de toate celelalte sarcini din 

T ni ' aces 4 este Giriiat 

sistem, cu excepţia sarcinii q. În punctul A' acest câmp este dirijat 
1i j ării АА’. Se înconjoară sarcina @ 

către A, indiferent de direcţia deplasării AA’. Se inconjoa: Á sarcina q 
cu o suprafață închisă 8 oarecare, dar astfel incât să nu cuprindă vreo 
t à 7 es iri js ătre pune- 

altă sarcină din sistem. Pe suprafaţa S CELA E ee Шан SS Bux 
tul A si din acest motiv fluxul vectorului Е prin 5 p să fie nega- 
tiv. Cu al int Ampul E „se oprește” pe sarcina д. Rezultatul este 
iv, '"uvinte, са. EET 0 И. RE z А 
T * үө CEE j р ; în virtutea căreia fluxul trebuie 
Ооа i teorema TUL биш, teri uprafetei S. Această 
'cini exterioare suprafeței S. Această 

д 770 te creat de sarcini e» 
să fie nul, deoarece este c 


^ jarnshaw. 
contradicţie demonstrează teorema lui Earns 


i punctiforme este 
рапа la infinit, iar sarei- 


4 -4 ; 
Q—————8————9 
a 


Fig. 2.10 
19 


Doo “1 { 
2.4.5. Aplicati ale teoremei lui Gauss 
Se 


2.3.8.1, Exprimarea fluxului eleetrie in füunetie de unghiul solid. 
| fj 


consideră suprafata elementară dS cuprinsă in unghiul solid 9 cu vârtul 
in sarcina + q din punctul A (fig. 2.17 а). Sunt evidente relaţiile 


! "aq ' 1 
dy = E dS cos a, ID) 
Ter 
i q dS cosa П dS, Т 
аф S Cons nitens IERI i ао, 
Are pa А е RNT Are 


Pentru un mediu omogen si pentru un unghi solid finit, fluxul tø- 


tal este 


4 
47.8 


4_ yao ed. (у 
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Această relație este МИА, deoare 
ei se obţin imediat ecuaţiile (2,37) gi ( 


Се, 11 afară de faptul e 
D] 

| 2.40), ea permite 
sarcina electrică 


& pe baza 
яй ge scrie o lege 
se află chiar pe suprafata 


“ 


Gauss pentru cazul în care 
închisă (fig. 2.17 b): 


dr e Ir e j Je 
unde gs este sarcina electrică situată pe suprafata închină 
2.2.8.2. Câmpul creat de un plan infinit, încăreat ниетт eu olee- 
trieitate de densitate superficială + c, În figura 2.17 с este 
un plan încărcat eu electricitate de densitate superficială, -1- e, 
de simetrie si din condiţia ca sarcinile din plan să fie st 
electrostatic), câmpul creat de plan are direcția, normală, la plan. Se con- 
sideră о suprafaţă gaussiană, de formă cilindrică și de secțiune AS, 
care intersectează perpendicular planul încărcat, Fluxul 
suprafata laterală a cilindrului este egal cu Zero, deoarece liniile de câmp 
sunt paralele cu această suprafaţă. Atunci, fluxul total va fi doar cel dat 
de fluxurile AY, $i Аф», care străbat cele două baze AS, şi AS, ale eilin- 
drului. Cum liniile de câmp sunt perpendiculare pe aceste baze, rezultă 


Ay = Аф, + Ay, = E AS, + E AS, = 2E AS, 


deoarece AS, = А5, = AS si, datorită simetriei, W este acelaşi la distante 
egale de plan. În conformitate cu legea lui Gauss se poate scrie 


reprezentat 
Din motive 
atice (echilibru 


electric ртіп 


și, deci, intensitatea câmpului electric creat de planul infinit este 


o 


M35... 


E 


Sunt evidente următoarele precizári: 1) E nu depinde qu — 
faţă de plan ; 2) planul încărcat este o suprafață de discontinuitate pen 


e - Times iar ne nlan câmpul 
^ А او‎ 3 | = —:; 8) chiar ре plan едт 
câmpul electric E,, — Eng = H — Б, | = ut ) I 


| т в 
este nul: Ds qm miem ==.0. 
2e Re 


inlini îucăreate eu 
: ; апе inlinite, paralele, îucăzeat 
2283 C ul creat de două plai ite, р жамай e 
Abe аьр Forțe pont roro toata, s Mp gerer i cer 
i à; j | zitiv, eat 5 gativ, ambele 
E ; ; atât de planul po Cât 1 SOL мечт. ароз 
ies ipe A Beng (tig. 2.17 d). соро paragra 
ere Lol d: 1i 10, e 11 esto 
em cele două plane tără dielectric, câmp! 


d a, 29: A 
r 2 % PLI Eo 
iar în prezenţă dieleetrieului : 
үй == 2 - 26 = pa * 
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Acest rezultat; este aproximativ valabil gi în cazul planelor finite (plăci), 
dacă distanța dintre plane este mult mai mică decât dimensiunile lor 
liniare (condensatorul plan, fig. 2.17 d), Deviaţii observabile ale câmpului 
de la omogenitate si de la valoarea o/e se observă numai în apropierea 
marginilor plăcilor. 


^ с ‚ м pr ‹ м , 
Câmpul total W == — acţionează asupra oricărei sarcini 4 
€0 


ах WT | o , ? is 
adusă între plăci cu forța PF = q BH = — q'. Asupra înseși sarcinilor 
€0 
dispuse pe una dintre plăci acţionează un câmp de două ori mai mic, 
o : v x sta 
0 = ——, creat numai de cealaltă placă a condensatorului. Câmpul creat 


2, 


de o sarcină nu acţionează asupra sarcinii însăși care creează, câmpul. 
Câmpul creat de placa pozitivă este îndreptat de la ea si acţionează asu- 
pra sareinilor negative de pe a doua placă cu o forţă dirijată in sens invers 
câmpului, adică o forţă de atracţie. Deoarece aceste sarcini sunt legate 
de plăci, asupra întregii plăci de arie 5 acţionează forța totală de atracţie 


2 Q 
нче 6-5 
| 20 20 


О forţă analogă de atracţie acţionează și asupra plăcii pozitive, în 
conformitate cu principiul egalităţii forţei de acţiune cu forța de reac- 
tiune. Între plăcile condensatorului apare o atracţie reciprocă, egală cu 
forta pe unitate de suprafață, 

7 2 
f acu T eU ES SU ж 
S 26 2<0 2 


Astfel de forte сате apar între corpurile încărcate se numesc forte pondero- 
motoare. Măsurând aceste forţe, de exemplu, cu dinamometrul, se pot 
determina mărimile sarcinilor electrice şi a câmpurilor pe cale mecanică. 
Pe acest principiu se bazează construcţia, electrometrelor absolute. 

2,2.8.4. Câmpul creat de un cilindru (fir) infinit, încărcat uniiorm. 
Se consideră un cilindru infinit de lung, de rază R, încărcat cu electrici- 
tate de densitate superficială -+o (fig. 2.17 e). Din motive de simetrie 
si de echilibru electrostatic rezultă că intensitatea câmpului în orice punct 
este dirijată de-a lungul dreptei radiale, perpendiculară la axa cilin- 
drului, Se alege ca suprafață gaussiană un cilindru de rază r> К, cu 
înălțimea h gi coaxial cu cilindrul încărcat, Dacă se notează cu A = o: т ЕЁ 
densitatea liniară de sarcină, sunt evidente relaţiile 


Dima ы? 


„Dacă т < В, rezultă E = 0, deoarece suprafața gaussiană nu con- 
ţine în acest сад sarcini electrice, În exteriorul cilindrului se observă că 
intensitatea câmpului nu depinde de raza R şi deci ea reprezintă, in 
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același timp, câmpul creat de un fir | 
feței unui fir subţire, ineitrept 
intense 


n imar, ineireat, În apropierea supra- 
(FR mie, г R) se obțin câmpuri foarte 


c 
М 
c 

TM 
a 
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2.2.9. Potenfialul electric 


ala А N ; 
о „Calculul intensității campului electric implică sumarea unui set de 
vectori sau integrarea unei variabile vectoriale. Acest procedeu este ade- 
seori incomod și, din acest motiv, se consideră si alte metode de descriere 
a câmpului electric. Metoda ce va fi expusă în cele ce urmează se bazează 
pe faptul că rotorul lui W este zero si deci Ӯ poate fi geris ca gradien- 
tul unui scalar. În cazurile în care acest scalar se poate găsi mai ușor, 
este mai convenabil să se descrie câmpul în funcție de acest scalar. 
Se consideră o sarcină punctiformă q, situată in originea sistemului 
de coordonate. Intensitatea câmpului electric într-un punct de vector de 

poziție 7 este 
Жуу ао 02 (2.44) 

4mege, T 


şi se mai poate serie sub forma 


ET) = 


< 
— 
R 
ت‎ 
Il 
! 
І 
gs 
"1 
D 
е. 
ES 
KR 
—— 
To 
қ 
Qt 


Câmpul scalar 


pp it (2.46) 
o(7) = - cons 
47 ef 


al electrostatic, iar ecuația (2.45) poate fi scrisă astfel : 


(2.47) 


ве numeşte potenti 
E = — Уф = — grad e. 


, A ntre intensitatea câmpului şi poten- 
Gn Ux i leste legătura dintre in | TS al d 
Această сае E Aoir dintr-un potențial nolar AS Ba lamă : 
туш ев ^ & Ја o constantă aditivă arbitrară. Cea м: pl: 
A о д ве obţine dacă se alege constanta zero, adio? 
ormá a p 
(9) = q (2.48) 
Ф Ате? 


d Í mı т — оо, devine zero. 
i і i nţialul, pentr 

şi deci se consideră că potenţ UT E Du 
: Е 


Din relaţia (2.47) și legea lui а 
ا‎ 
diy (— grad ду grep" 


T9 


AB uL. (2.49) 


S-a obţinut astfel o ecuaţie locală pentru determinarea potențialului elec- 
irostatie, numită ecuația lui Poisson, care leagă potențialul de sursele 
sale, În punetele în care nu există sarcini elec trice, p = 0, rezultă, 

д? öp 0° 2 
да? дау? 022 


această ecuaţie locală a potenţialului electrostatic fiind numită, еш майа lui 
Laplace si având aplicaţii în multe domenii ale fizicii. Funcţiile o, care 
satisfae ecuaţia lui Laplace, se numese funcpii armonice și au proprietatea, 
remarcabilă că valoarea medie a lui ọ pe suprafața oricărei sfere este 
egală cu valoarea lui p în centrul sferei. 

O soluție a ecuației lui Poisson este potențialul electric coulombian 


plx, y, 2) = = e m ау”, (2.51) 
Я 


1 
2 бү; distanţa de la ele- 


unde: r = [(2 — x)? + (y — y)? + (2 ] 
(ж, Y, 2), unde se calculează 


2) 
mentul de volum dV’ = da'dy'de' la pundi 
potențialul (v. fig. 2.18). 

O interpretare fizică a noţiunii de potenţial este următoarea. Dacă 
o sarcină unitate suferă, sub acţiunea forțelor electrice, o deplasare infi- 
nitezimală dř, lucrul mecanic corespunzător este 


dA = Блат 02 рлар ہو دت‎ = de (2.52) 


4T er? AT c1? 


P(x,y.z 


x 
Fig. 2,18 


* 
Prin urmare, potentialul inti un punci 


situat la di Гаа r de sarcina d, 


(r) 4 ( 
р vue 5d | 7.17, 2.53) 


reprezintà lucrul mecanic efectuat de ctrice pentru a deplasa 

is м envoi FE ittis ~ ua" ] @ МОРЕ 
unitatea de sarcină de la infinit pana in punctul situat la distanta j de 
sarcina q, care rămâne fixă. v au [а ] 


forțele ek 


Prin generalizare, potenţialul într-un 
ansamblu de sarcini punctiforme qr, situ 
№, este dat de suma (legea superpoziţ 
lelor) 


| punet P(7), datorat unui 
ate în punctele de raze vectoare 
lèi вап sumei algebrice a potentia- 


4 1 n Mk 
Ф?) е DC РИ ; (2. 
Are izil? — ?4| | 


care trece în integrala (2.51), în cazul unei distribuții continue de sarcină. 

Din relaţia (2.52) rezultă că lucrul mecanic efectuat de forțele ele- 
trice pentru a deplasa sarcina Q între două puncte în care potentialele 
electrice sunt 9, si, respectiv, o, se poate exprima astfel : 


һә 
сд 
Ct 


2 
А = — QR | de = Q(o, — еә) = QU, ( 
1 


unde U = фу — Ф, se numeşte diferența de potențial sau tensiunea dintre 
cele două punete. dd 

Pe de altă parte, forta electrostatică dintre două sarcini puneti- 
forme, q si Q, se poate scrie astfel : 


A 100 Tia. 
Ps gd rad (— 1) = QE = 
У 5 dc 17 
2.56) 
= — Q grad Q--— grad (Qo), (2.0 
unde 
1 49 (2.57) 


Wege e ver 


natatică a sistemului format 
este energia potenţială de interacţiune electrostatică a sis 
din cele două sarcini (q, 0). $^ 
Relaţia (2.55) permite o detiniţie, 
de potenţial (вап de tensiune), 


ST Foley. 
(e) = «Пн Ao = LG 


in cadrul eleetrostatieii, à unităţii 


E entru reprezentarea in V € npu i J0 i iilor d camp 
i tuiti ü tV A1 1 de is e Jia : 
i Р b le de potenţial eg Al, numit qi f Ў р ale 
18 0t p oten l 
se pot folos uprafe e. 1 te зи а ete ec hi t 1 


— c. 507 


Fig. 2.19 


sau suprafeţe de nivel. Ecuația suprafeţei echipotentiale este 
q(2, у, 2) == const. (2.58) 


Direcţia normalei într-un punct la suprafaţa echipotenţială coincide cu 
direcţia vectorului Û din acel punct (fig. 2.19). Într-adevăr, Е. ағ = 


= — dW = - qdم‎ = 0 si deci Е .17 = Е. = — do = 0, pe supra- 
fata echipotenţială. În cazul deplasării după o direcţie л, paralelă cu E 
(si perpendiculară pe suprafaţa de nivel), atunci аф = — Е - dn —— E dn 
; de 
Şi D= 
dn 


22.10. Calculul potentialelor unor sisteme de sarcini 


a. Potențialul unei distribuții liniare de sarcini. Cunoscând expresia 


lui E = i , potenfialul se determiná astfel : 
2m er 
7 r r 
E UR r 
E mama AN Snr, 
Are J r Ars 
1 1 


unde s-a considerat ca origine a potenţialului (9 = 0), potenţialul pe un 
cilindru de rază unitate, 


b. Potenţialul ereat de un strat sterie uniform eleetrizut (a ЭЧЕ: 
5 
— const. | . Cu ajutorul teoremei lui Gauss se poate arăta că intensitatea 


li a »- 
TL Tem У 47тей  4rek e 


campului electric 1n interiorul sferei este zero şi deci 
q oR 
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Pentru un punci 


exterior. păturii sferice 
, 


№ de у 


dr Arer? 
şi deci 


А 


Qext = {ва ыр 


A Aner 
- со 


tad ы m Loa dg n pu ict exterior păturii sferice iniform elect riza e 

аге асее‹ n? галоате A ȘI când intreaga, sarcir [ j іт є Errid 
H 5 ; $ 5dlCIIa ( 8-ат г ٤ Ent 

sferei. > ٤ 1 Vf r In € entrul 


2.2.11. Conductori in câmp electrostatic 


2-2- M1. T. Definiţia conductorului în echilibru electrostatice. Un con- 
ductor este în echilibru electrostatic atunci când sarcinile electrice din inte- 
riorul acestuia sau de pe suprafaţa lui nu se deplasează, adică atunci 
când starea de electrizare rămâne neschimbată în timp. O astfel de 
stare se poate realiza când conductorul este omogen, izotrop şi se află la 
o temperatură uniformă, deoarece în caz contrar apar diferente de poten- 
tial de contact şi termoelectrice. 

Pe scurt, un conductor în echilibru electrostatic are următoarele 
proprietăţi, care pot fi considerate ca definiţii echivalente ale conduc- 
torului. 

a. În interiorul conductorului câmpul electric este egal cu zero 


zr үнү, NU. А e om e ; SN SUN Ie 3 
(E — 0). Ca o consecinţă imediată, din div E = — , rezultă că, în inte 
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О electric pe suprafața unui conductor electrizat are mări- 
E ‚ Într-adevăr, din fig. 2.20, construind o gaussiană conve- 
2€ 

nabili ce trece prin punctul M de pe suprafaţa conductorului, rezultă 
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Din ortogonalitatea liniilor de câmp la o supra faţă echipotentialá 
rezultă că, atunci când o suprafață co ip Sara a i (de exemplu, suy 
unui conductor) are un punct singular О, analog vertexului unui 
dublu (fig. 2.21), în punctul О intensitatea E a câmpului elect 
perpendiculară atât pe secţiunea OA, cât si pe OB. Singurul mod în 
care se poate realiza acest lucru este ca intensitatea să fie zero in 6. 
Cu alte cuvinte О este un punct neutru (E = 0) de pe suprafata echipo- 
tentialà. 

2.2.11.2. Presiunea elcetrostatieă. Într-un punct M de pe elementu 
de suprafaţă as (fig. 2.20), sarcinile electrice de pe dS’ creează un саш 
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urmare, càmpul SES dat de relatia (2.60), este creat de restul suprafetei 
€ 

3:, adică de (У; — 45”). Se poate afirma că sarcina dg' = e d$", de pe 

clementul de suprafață dS’, nu contribuie la crearea câmpului acolo unde 

se află ea însăşi (sau, echivalent, o sarcină electrică nu acţionează asupra 

ei însăşi). Dar sarcina dq' este supusă acţiunii câmpului creat de sarcinile 

de pe Y, — dS’, asupra ei exercitându-se forta electrică 


di! — dq! E, = оу - E, — ee Л. (2.61) 


Aceasta forta este proporţională cu aria elementului de suprafață si este 
totdeauna dirijatá spre. exteriorul conductorului, indiferent de semnul 
sarcinii de pe conductor. 


Fig. 2.21 
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Prin definiţie, raportul 


Prin urmare, asupră sareinilor unui conductor eleetrizat 
normale in HGCATS punet de pe suprafata acestuia. Asa se explică echi 
librul electrostatic, faptul că sarcinile nu se deplasează (tangential 
Presiunea electrostatică, acţionând asupra electronilor liberi, tide săi 
scoată din conductor, însă aceştia sunt reținuți de forțele de 1 din 
partea, nucleelor. Din această cauză, electronii tind să crească, volumul 
conductorului, dacă este posibil, ca în cazul unui balon 
săpun, 

2,2.11.3. Distribuţia sarcinilor pe suprafața unui conductor. Puterea 
vărturilor. Efectul corona. Microscopul ionic. Un corp conductor ce 
prezintă un vàrf poate fi aproximat prin două sfere conductoare, aflate 
in contact (fig. 2.22) : sfera mare, de rază R,, sfera mică (,,várful"), de 
rază E, Pe cele două sfere se află sarcinile Q, si, respectiv, Q,. Sferele 
fiind în contact, potenţialul lor este acelaşi si deci, sunt evidente rela- 
tiile 


se exercită fot {е 


electrizat de 
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Prin urmare, densitátile superficiale sunt invers proporţionale cu razele 
de curbură. Desigur, acolo unde с este mare si câmpul electrice are inten- 
sitatea mare (E ~ о, vezi relaţiile (2.59), (2.60)). În cazul vârturilor 
ascuţite câmpul electric poate fi atât de intens, încât aerul din jurul 
acestora se ionizează. Primii electroni smulsi din molecule de către cam- 
pul electric intens, fiind acceleraţi si dobândind viteze mari, cioenese 
alte molecule, producând noi ionizări. Mişcarea ionilor sub acțiunea cam- 
pului electric constituie o descărcare, care poate її о scânteie lee mă 
Se spune că aerul din jurul vârtului ascuţit este străpuns de Qu ро. 
electric intens. Datorită acestui fenomen se roteşte ‚огей elootrosta- 
tic, se formează „vântul electric”, se scurg sarcinile prin paratrăsnet 
ete, În general, formarea unei densități 


electrice mari, creşterea câmpului $i а "а, 

presiunii electrostatice ре vârturile con- 

ductoare, - pierderile sarcinilor electrico Qs 
prin várfuri (вап asperităţi), în cazul (& р 
conductorilor, reprezintă un fenomen ou- Ry % 


noseut sub denumirea de „puterea vârtu- 
rilor”, sau „efectul de уйтї”, a 
Un fenomen analog are loc in jurul 
firelor cu diametru mie (deci оро 
mare) încărcate electric la tensiuni Bu р 
cient de mari, Ionizürile, exoitürile 1 qm 
dezexeitürile atomilor din veeinátatea Ч 
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Fig. 2.23 


rului produc descărcări electrice şi emisii de radiaţie electromagnetică, 
care formează o teacă” luminoasă, subţire în jurul firului, cunoscută 
sub denumirea de efect corona. 

În anul 1960, fizicianul american Erwin Miller a construit micro- 
scopul cu emisie în câmp (microscopul ionic), care funcţionează pe baza 
câmpului electric intens produs de un vârt metalic, ascuţit. Un ,,ac" 
foarte fin de metal (de exemplu, wolfram), al cări vârf are raza de curbu- 
ră r — 107 m, este aşezat în centrul unei sfere de sticlă, vidate, de rază 
Е — 0,1 m, în care, apoi, s-a introdus o cantitate mică de heliu (fig. 
2.23). Pe suprafaţa interioară a sferei este aplicat un strat conductor, 
fin, de material fluorescent si între acest strat si vârful metalic se stabi- 
leste o diferență mare de potential (= 20 kV). Un atom de heliu care 
se cioeneşte cu vârful încărcat pierde un electron şi ionul astfel format 
este accelerat, de-a lungul unei linii de câmp, spre ecranul fluorescent pe 
care se vede un fel de imagine a vârfului metalic (fig. 2.24). Centrul 
unui atom de metal (wolfram) ionizează atomii de heliu într-o proporţie 
diferită în raport cu spaţiile dintre atomii de metal. Din acest motiv. 
desenul de „pete” luminoase de pe ecranul fluorescent arată aranjamentul 
atomilor individuali pe vârful de metal. Puterea de mărire a microsco- 


pului ionic este evident de ordinul raportului RE 105. 
p 

2.2.11.4. Influenta electrostatică. Teorema elementelor eorespon- 
dente. Când un conductor C, se apropie de un conductor încărcat Ca, 
pe С, apar sarcini electrice, astfel încât pe porțiunile apropiate de С; 
sarcinile au semn contrar față de cele de pe С,, iar pe porțiunile lui C, 
mai îndepărtate de C, sarcinile au acelaşi semn (fig. 2.25). Acesta este 
fenomenul de influență (inducţie) electrostatică si constă într-o redistri- 
buire a sarcinilor electrice pe conductorii aduşi în câmp electrostatic. 

În orice corp, chiar neincárcat electric, există sarcini electrice de 
semne contrare (electroni și protoni), în cantităţi egale, distribuite 
în mod uniform în volumul și pe suprafaţa corpului, astfel încât acțiunea 
lor este compensată reciproc. Dacă însă un conductor este introdus 
într-un câmp electric, atunci sub acţiunea forţelor electrice se produce о 
deplasare a sarcinilor libere (electronii, în cazul metalelor) şi astiel apar 
sarcinile induse —@, și --Q, pe corpul С,. Sarcinile induse îşi creează pro- 
ргіш lor câmp electric, care se suprapune peste câmpul iniţial al corpului 
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Fig. 2.24 


0,. Procesul acesta de formare prin inducţie a sarcinilor în corpul €, 

se termină când este atinsă о distribuţie de echilibru a sarcinilor induse, 

are, ca si în cazul oricărei distribuții electrostatice, este caracterizată de 

proprietăţile enumerate în 2.2.11.1. 
Din modul de distribuire а sarcinilor induse 

(sarcini contrare, „mai aproape”, de acelaşi semn, „mai de 


pe un conductor 


şi sarcini 


pate”) rezultă că un conductor neutru este intotdeauna atras de un 
corp încărcat. 

Se consideră acum un tub de câmp 7 (adică o suprafaţă formată 
numai din linii de câmp) (fig. 2.25), care se sprijină pe un element de 
suprafață dS, de pe С, şi pe dS, de pe €,. Aceste două elemente de 
suprafață, ах, si dis, ,decupate" de același tub de câmp ре cei doi 
conductori, se numesc elemente corespondente. Completând suprafața timi- 
tată de tubul 7 eu două suprafeţe У, $i So, care se află їп interiorul 
conduetorilor, se obține o gaussiană. Este evident că fluxul y prin ac ea (л 
gaussian este nul, deoarece У, si У, se află în interiorul conductorilor, 
unde E = 0, iar prin tubul de câmp nu intră $i nu ев linii de салар. 
Prin urmare, dacă se notează sarcinile de pe elementele corespondente cu 
dq, Şî, respectiv, cu dg, se obține 


у = d (dq, + dd) = 0, аф = — dq;. (2.64) 


Aceste relaţii exprimă teorema elementelor corespondente : sarcinile care se 
află pe două elemente corespondente sunt egale şi de semne contrare. 
Din figura 2.25 mai rezultă că toate tuburile de forță care încep pe sar- 
cinile induse (,influentate") de semn contrar sarcinilor 4nductoare (,in- 
fluentante") se termină pe sarcinile inductoare (de pe С»); însă nu toate 
tuburile care încep pe sarcinile inductoare se termină pe cele induse. 
Aceasta, înseamnă că mărimea sarcinilor induse (de un semn) este mai 
mică decât mărimea sarcinilor inductoare, această proprietate aparţi- 
папа fenomenului de influență partială. În cazul în care un conductor 
(indusul) înconjoară complet sarcina inductoare (fig. 2.26 a), fenomenul 
care apare se numește influență totală. Acum, este uşor de arătat fie pe 
baza teoremei elementelor corespondente, fie considerând gaussiana Y 
(indicată punctat in figura 2.26 а) că ZE 


| Qinass | ==. | 0842267 |. (2.65 ) 


Prin urmare, în general, sarcinile electrice implicate în fenomenul de 
influență, electrostatică satisfac relaţia 


| Qinaus | < [О асе (2.66) 


Se consideră acum câteva suprafețe echipotentiale din câmpul a două 
sarcini electrice egale, dar de semne contrare (fig. 2.26 b,c). Planul у) este 
ună dintre aceste suprafeţe. Celelalte suprafeţe, deşi nu sunt sferice, 
sunt închise, S-ar putea considera două din aceste suprafețe, S, si S. 
și s-ar putea construi suprafețe metalice identice cu ele, care ar putea m 
puse în locul lui 5, $i S, (fig. 2.26 c). Chiar planul poate fi o suprafatá 
plană conductoare (deci echipotenţială) fără ca liniile де câmp să-şi 
schimbe configuraţia. Prin urmare, sarcina — q ar putea lipsi si situat ia 
din figura 2,26 b ax ЇЇ echivalentă, cu cea din figura 2.26 d, unde o sarcină 
punctiformá -+ q ке айй in apropierea unui plan conductor. În planul 
conductor ве induce o sarcină punetiformi =q, numită sarcină imagine 
la o distanţă de plan egală cu distanţa sarcinii +94 până la plan. SS 
—q este evident fictivă, dar efectul ei este echivalent cu efectul sarcinilor 
superficiale de densitate a induse pe plan (fig. 2.26 e). Se poate calcula 
sarcina —@, care este distribuită pe planul conductor Y, eu ajutorul 
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Fig. 2.20 


densității superficiale в, Care este legată do càmpul electric de pe supra- 


fața conductorului prin relația (2.60) 
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9.96 d). De exemplu, 
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unde factorul 2 intervine datorită prezenţei etes 
nenta z este singura саге rămâne necompensali ( db, 
câmpul dat în punctul P de cele două sareini, T4 5 
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de unde, 


qh 


с — ek — 
2r(r* 4 h2)? 


O confirmare a rationamentului expus mai sus se obține efectuând o 
integrare după întreg planul Vj, pentru a găsi valoarea sarcinii totale 
răspândite pe el. Într-adevăr, pe baza figurilor 2.26 d și e, sunt evidente 
relaţiile 

со oo 


r d? 
Sarcina totală de pe plan \ c: 2xrdr o (r age q. 
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2.2.12. Capacitate și condensatori 


2.2.12.1. Capacitatea unui conductor. După cum s-a arătat in 2.2.11.3, 
pe suprafaţa unui conductor sarcinile se distribuie cu diverse densități 
superficiale, în funcţie de curbura suprafeţei. Caracterul acestei distri- 
buţii depinde numai de forma conductorului izolat $i se păstrează inde- 
pendent de sarcina totală ce se află pe conductor. Aceasta înseamnă că, 
variind sarcina totală de pe conductor de un număr de ori, densitatea 
superficială pe fiecare element de conductor se schimbă de exact acelaşi 
număr de ori $i, ca urmare, potenţialul conductorului variază de același 
număr de ori. Prin urmare, variaţia potenţialului conductorului este 
proporțională cu variaţia sarcinii sale, adică, 


x — Соп (2.67) 


Valoarea constantă € a acestui raport este o mărime caracteristică pentru 
fiecare conductor izolat și se numeşte capacitatea sa electrică. Prin defini- 
fie, capacitatea unui conductor reprezintă cantitatea de electricitate cu 
care trebuie schimbată sarcina totală a conductorului pentru ca potentia- 
lul său să varieze cu 1 V. 

Potenţialul unui conductor izolat este egal cu zero când sarcina sa 
este zero. Din acest motiv, însăşi valoarea sarcinii Q a conductorului 
este proporțională cu potențialul său o şi, prin urmare, С mai poate fi 
definit prin relaţia 


4 SEE (2.67 а) 


Unitatea de măsură a capacităţii în SI este faradul (Е), 


a Sa LO 
Се" 
^x < i i s ; А ^ 

1 AI, ш FE gI A nM, oste izolat, adică se află in apropierea 
altor conductori, B, € (fig. 2.27 а), atunci comunicând conductorului 
A о aceeas ват sinä electrică ca în cazul precedent, în care era izolat , poten- 
țialul sáu variază cu o cantitate mai mică. Acest lucru se explică prin 
suprapunerea peste câmpul sarcinii comunicate conductorului А a 
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Fig. 2.2 


E pur induse pe ceilalți conductori В, C iar sarcinile mai 
геш x к Do dE басш induse de sens contrar, 
rându-l. Ca urmare eul dintre M aps US EET 5 EA Eu 
A şi variaţia potenţialului 'odusá Н 1 i fam 7 се d ресор 
[ t , produsă de ea, este mai mare in prezenta 
conductorilor В si 0; apropierea de un conductor dat a altor con- 
duetori conduce la o creştere а capacității coductorului respectiv. În 
concluzie, capacitatea depinde de forma suprafeţei exterioare a conduc- 
torului $i de poziţia lui în raport eu alți e 
2.2.12.2. Capacitatea unui condensator 


ni TUM О? 
Prin definiţie, un condensator reprezintă un 
(armături) aflaţi în condiţii de influență total 


condensatorului ве айа sarcini egale în mărime, dar de semne contrare. 
în orice punct dintre armături 


Deoarece intensitatea câmpului electric 
este proporţională cu sarcinas q de pe aceste armături rezultă că şi ten- 


\ i. dr dintre armături 
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| 
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onduetori. 

si permitivitatea eleetrieà. 
ansamblu de doi conductori 
д. Rezultă că pe armăturile 


siunea U.- Ф — Pa = este, de asemenea, pro- 
1 ве ) 

^ 1 

porţională cu sarcina 0, 

(OQ AR 

q = COIT mm Ulan Фа). (2.68) 
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Coeficientul C, de proportionalitate a sarcinii electrice de pe a 


maturi eu 


diferenta de po еы dintre acestea, se numeşte capacitatea electrică а 


condensatorului. 


unde € si C, sunt 


între armături este 


€ 


“9 


relative pentru unii dielectrici. 


'apacitátile corespunzătoare cazurilor când intre 
turi se află un dielectric de permitivitate X le c, $i, respectiv, 
vid. În tabelul 2.1 se дәл 


Capacitatea depinde de dimensiunile condensatorului, 
de forma si proprietăţile mediului (dieleetricului) E armáturi. 
Experimental s-a constatat că întotdeauna es 


e adevărată relaţia 


(2.09) 


armă- 
când 


valorile permitivitátii 


Tabelul 2.1 
| Materialul | £y || Materialul E 
| | | b dur 
| Aer (0 *C, 1 atm) | 1,0006 | Sare Seignette (v. p. 110) | 500——600 
Azot (N, 20 *C, 1 atm) 1,00058 | Titanat de bariu (BaTiO;) | 1000—2000 | 
|| | 
| Oxigen (0, 20 °С, 1 atm) 1,000532 | Metstitanat аера | 
| | (ВаТ1О„) impurificat | 2000-9000 
| Apă (Н.О, 20 °С, vapori) 1,0126 | | 
| | | 
| E TOTIS VERII = Carton electrotehnic | 
| Apă distilată (20 °С) 81 r (prespan) | 3-5 
| | | 
| | اک‎ 
|з Nitrobenzen |36 Diamant | vx: | 
| | 
н ET | | 
| Amoniac lichid (—34 °С) 22 Marmură | RRO 
=l E | 
| Mică 6-8 || Tetraclorurá de carbon 112,163 i 
| | B o | 
Sticlă 5-10 polistiren [n2:4-2:6 | 
| у ч 25 EE es BS = 3 
Acid cianhidric lichid (15 °С) 95 Gheaţă аш 235. 4 
ЗАР А. pow aues d 
Teflon Pl "|| ulei de transformator | 2,2—2.5 | 
H= 500005 ASE | | 
A x: баис = | | 
Chiblimbar 2:7 Porlelan 4,548 | 
Suit 4 Cuar} (topit) | 3.75 
nautic EAE MH | 
Cauciuc | Dod Cerumică (ZrTiO,) | 928230 
и оа MN 
Parăfină (amesteec Слана) | 2 Ceramică (T10,) | 78:88 | 
zbonità х Henn m A J 
Ebonit Ceramicî (CaTiO,) 150-165. | 
eM ME Mc | 
e pa a AE A TNI TUE. 
Ben zen 2 | 
2, Titanat de magneziu 14-16 " 


ا یب ن 
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Pentru calculul capacităţii unui condensator 


E EAR i i foloseste următorul 
„algoritm : 1. În funetie de sarcina de pe 


Wrmaturi, eu ajutorul teoreme,; 
lui Gauss, se determini W., 2, Folosind legătura, dintre câmp si potential 
se calculează U. 3. Se determină capacitatea en raportul dintre arcinà i 
tensiune, obținându-se o expresie а capacităţii în funetie de dimensiunile 
geometrice si de permitivitate. 

Pentru condensatorul plan, urmărind etapele 1, 2, 3 ale aleoritmulu 


expus mai sus se obține: 


Mj ———- 2 Н S = aria unei armături 


2) U = Qu фа = \ Е da = E(x, = 2) = Bd = Qa 
1 

d = 2 — т, = distanţa dintre armături ; 

3) :0 о -— ES ^ 


U d 


In cazul condensatorului sferic, se poate serie : 


DERESE er Tj, < T < Tg, Tu fa = razele armáturilor sferice ; 
T4 

2) ست‎ | ۶ аға іта 2 
J Ате VT, Ta 


2) са 4 _ Aneta х 
0 їз — Т, 
Pentru condensalorul cilindric (cablu coaxial) sunt evidente rela- 
fiile : 
1 }, jos 
ri re te эф 
2т60&; N 2me lr 
; QVI dA оаа 
1 == lungimea eondensatorului cilindric (Fig. #4 b). 
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Н д, Orel n 
fi 
Pyg sa Vazele armáturilor cilindrice ; 
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4 ) ( 7 Р, 
V 
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In cazul liniei bifilare (fig. 2.27 c), se obţine: 


ч 
A ў ۸ 1 ۸ | 
1) în punctul P: E = —— леу ; 
2тє V 2тє d— 2 
d—a d—a d—a 
: ? da ۸ da 
2) U = \ Edr = — سم‎ — 
2те а 2тє d —39 
a а а 
۸ d— а A d 
=— 1 = In ; 
TE a TE z 
EA A TE А : : E 
33) (0 == == = capacitatea pe unitatea de lungime | — 
U 1 d m 
ا‎ 
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2.2.13. Momente electrice 


2.2.13.1. Dipolul electric. Dipolul electric reprezintă un sistem for- 
mat din două sarcini punctiforme, identice ca mărime, dar opuse ca 
semn, +q si —g, distanţa / dintre ele fiind mult mai mică decât dis- 
tanta până la punctele în care se calculează câmpul $i potenţialul create 
de sistem. Dreapta care trece prin cele două sarcini se numește axa dipo- 
lului. Prin convenţie, Т este un vector egal în modul cu distanţa dintre 
cele două sarcini, având sensul de la sarcina negativă spre cea pozitivă 
(fig. 2.28). 
Veetorul p = qi se numeşte momentul electric dipolar al dipolului. 
Noţiunea, de dipol prezintă un interes deosebit pentru studiul fenomene- 
lor la scară microscopică. Există molecule 
Sa са Н.О, NH, НСІ etc., care sunt dipoli 
-q 1, q (molecule polare sau dipoli permanenţi) 
chiar în absența unui câmp electric, de- 
oarece centrul sarcinilor pozitive — definit 
într-un mod analog cu centrul de masă — 
nu coincide cu centrul sarcinilor nega- 
tive. Din punct de vedere electric, aceste 
molecule se comportă ca nişte dipoli care 
au momente electrice foarte mici, de 
ordinul a 1,6- 10% О.т = 4,8 debye— 


— 48D (1D —— 1076. m 


Fig. 2.28 


În conformitate cu legea super- 
poziţiei potentialelor, potenţialul creat de 
un dipol, într-un punct M situat la dis- 
tanţa r > | de centrul O al dipolului, 
este (fig. 2.29) 


a (a 4^. 


лє TOR 


ql cos 0 


Fig. 2.29 drer? 
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LE rea 1 à 
Е; - grad — |. (2.70) 
= | 2 


itensitatea câmpului electric creat 


E — grad e = — — Lo ES ora i 1 
Axe | ri grad (ғ. p) + (F. p) grad 7. | 
1 
sau 
= 1r 3 = 
к= ——|- 33 AT 
{re | F3 (2.71) 


э = чат -alnare a 1 А < 

аай fiecare valoare а lui r sunt importante aşa-numitele poziţii 
"cad pentru punctul M in care se calculează câmpul (fig 2.30) 
n prima poziţie Gauss, punctul M = M, s i ia ia nula 
(0 Е 0 sau а și punctul M = M, se + pe axa dipolului 


Е = Е, = са 
dzer — 
iar în а doua poziţie, M = М, (e IT Sau = si 
— ә ә 2 
т 2 E — е p. 
drer? 


5 „E, : 
Faptul cá —- = 2, permite o verificare indirectă a legii lui Coulomb. 
2 

„2.2.13.2. Momentele multipolare ale unei distributii de sareini. 
consideră o distribuţie (continuă sau discretă) de sarcini în jurul unui 
punct 0, într-un volum de dimensiuni liniare, neglijabile în raport cu 
distanța OM = R la care se calculează potenţialul şi câmpul create de 
această distribuţie. În cazul unei distribuții discrete tie g: sarcina din 
punctul As de vector de poziţie r: (fig. 2.31). Potenţialul creat de sistem 
în punctul M este 


se 


Axe ж f 


Dacá se noteazá 7, — P&r si — X (А, Fi), atunci 


1 
i" 9 SY 
r r 
code КГ сы ! cos %) 
Ti Е R 
„a Or. А „папа: în serie 
27 «og 0, şi dezvoltând M ` 
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Е м, 
y 
` 
1 
| 
i 
| 
d îti ceu 
d o-—4. o^. - of 
N O P 


Lig. 2.30 rig, 2.91 


2 


id 1 
binomul (1 4 u) 2 =1 — — u + 


u?-- 5, rezultă 
2 8 
l ТИ 1 e Ze 
— = |! + Li соз 0,-- — —t*3 cos? (0, — 1) + di . 
f T, R R 2 К? | 


Prin urmare, expresia generală a potenţialului este 


jl L Ду Л / 
с оО k 

Are n TE rexê 

1 1 1 2 2 0, A, (2.12 
paz e ЖОМ (3 cos? 0; — 1) + (3.42 


În cazul unei distribuții continue de sarcini, sumele se înlocuiesc eu inte- 
grale și se obţine 


1 


К UTES ast ti 
ot dre R? 


quem K+ з Шо нае; (2.73) 


Anelt mel ° 


unde s-au făcut notaţiile 


Ko 22 ed V^ == Опе, К, = та соз 0d V’, 


y+ 


M 


Қа == и (8.c08!0,-—— 1) e dV'. (3.14) 


Relatia (2,73) reprezintă o dezvoltare în serie a potenţialului după pute- 


rile lui —. Primul termen ко numegte termen prineipal, deoarece are 
ў 1 
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valoarea cea mai mare si este prepondere 
reprezintă sarcina totală din distribuţia 
rit de zero, la distante R mari, numai te 
şi potenţialul are aceeaşi formă eu eel 
[нылды Ys den ; 
ex sos B 0. Prin definiție, A, se numeste moment de unipol, sau inten- 
9% de unipol. ре exemplu, pentru o moleculă ionizatá o singură dată 
Y У 9 (* 1A p ^ ie - pi 
ip es 6 — 4,6 ° ORG. Când К = 0 (de exemplu, їп cazul unei mole- 
cule neutre), termenul principal devine K, care este diferit de zero pentru 
distribuții de sarcină al căror moment dipolar este diferit de zero (cazul 
unei molecule polare). Alegând originea sistemului de coordonate in cen- 
trul sarcinilor negative, K, reprezintă componenta momentului dipolar 
de-a lungul direcţiei lui R. Când K, = К, = 0 si К, z 0, potenţialul de- 


nt in variația potenţialului ; К 
considerată. Când K este dife 
rmenul principal este important 
dat de o sarcină punetiformă 


0 


pinde de RY iar câmpul electrie este proporţional cu E K, este legat 
i Ri 2 


de momentul de cvadripol al distribuţiei de sarcină. Următorul соей- 
cient, Кз, se referă la momentul de octupol (tabelul 2.2) ete. 


Табе{иі 2.2 


Dependenta de R 


Denumirea 
AT m Momentul Fold de | 
si ului Х ас 
ma Modelul electric interactiune | 
de sarcini între sisteme 
Sarcină 1 | 
punctiformá R сэг» | 
[unipol sau ч 
| ini 


no 
Суадгіро! Ула | x c 
ux 


| câmp lectrice, Se 
uniform, Æ = constant. 


asupra unui dipol it 


2.2.18.3. Forja ee aefionenzit 
consideră un dipol situat intr-un e 
Asupra acestui dipol, care face шш Lat 
2.32), acţionează un cuplu de torţe, 


| apa (x(x 


че 
Amp electrio, Unama „aa 
unghi 0 eu direcţia sâmpului (fig. 


nent 
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Fig. 2.32 Fig. 2.33 


unde P — gE. Din figura rezultă, 


1 : l : х 
M =— q Esin 0 + — qE sin 0 = pE sin 0, 
2 2 
adică 

M —px Е. (2.75) 
În cazu! unui câmp neuniform, forţele care acţionează asupra sarcinilor 
dipolului nu au aceeaşi mărime. Deoarece dipolul are dimensiuni mici, 
se poate considera, în primă aproximaţie, că forţele Е, si F_ sunt coli- 
niare (fig. 2.33). Presupunând că intensitatea Е a câmpului electric 
variază în direcția ж ce coincide cu direcţia lui Е în locul în care este 


situat dipolul, iar sarcina pozitivă a dipolului se află în raport cu cea 


negativă la distanţa a — l cos 0, variaţia lui E la extremităţile dipolului 
este 


AE = — Aq = — 1 cos Ө. 2.16) 


Forţa rezultantă, F, + P., are ca proiecţie ре аха т 
QE, 
д ` 
Rezultă că, într-un câmp neuniform, asupra dipolului acţionează, în 
afara momentului de rotaţie M = р x E, forta (2.77) care face ca dipolul 
să fie atras către domeniile cu câmp intens, când 0 este ascuţit (dipolul are 
energie mică, v, 2,2,13.4), sau вй fie respins către domeniile cu câmp slab, 
când 0 este obtuz (dipolul are energie mare). 

În cazul în care Hy, By şi E, sunt componentele "câmpului elec- 


tric Și фа, Физ Pa Sunt componentele momentului electric al dipolului, 
relaţia (2.77) se generalizează авМе1: 


АВЕС овар os 0 = p, (2.77) 
0a да 


(+ V) p m nu Arr. (2.18) 
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. 2,2,13,.4, Energia. unul dipol în câmp electric 
allà într-un câmp olectrio uniform, astfel mo 
paralel cu câmpul (5 || 7), momentul cu 
asupra dipolului este nul. Prin urmare, 


Când un dipol se 
incat momentul sáu să fie 
uplulut de forțe ce acţionează 
їп această poziţie, dipolul are 


energia minimi. 


 Á 
Сапа dipolul во roteşte cu un unghi infinitezimal dû, forțele elec- 
trice К, și M- efectuează lucrul mecanic dA (fig, 2,3 | 


PL а) 
dA = F, ат ++ аў = 21, dr cos "dira 
2 (2.79) 


= 27, dr sin 0 = E ql sin 040 = M d0. 


Rezultă că pentru modificarea orientării unui dipol electric situat într-un 
câmp electric trebuie efectuat un lucru mecanic (pozitiv sau negativ) de 
către o forţă exterioară. Acest lucru mecanic conduce la variaţia energiei 
potenţiale W a sistemului format din dipol şi câmp electrice. Dacă 6 are 
valoarea inițială 05, atunci 


0 0 0 
W= |4 = | 40= pl | 0d0-pE(—cos0) . (2.80) 
10, 
90 0, Vo 


Deoarece, practic, interesează doar variațiile energiei potentiale, se poate 


alege 0, = e şi, din (2.80), se obţine 


W = = рЕ cos 0 = — pe E. (2.81) 
Pentru energia de interacțiune а doi dipoli electrici, folosind nota- 
{Ше din figura 2.34 b si relaţiile (2.71), (2.81) se obţine energia electrică 
dipolară 


1 Di ‘Pe Bi 3 (Pro У ?1)(02 ` "a, (2.82) 


© 
\ 
` Og 
à| 
w b 


Fig. 2.94 
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2.2.14. Dielectrici in câmp electrostatic 


2.2.14.1. Tipuri de polarizare a dieleetrieilor. Explicarea măririi capa- 
citátii unui condensator la introducerea unui dielectric intre plăci constă 
în faptul că, sub influenţa câmpului electric, se produce o deplasare a 
sarcinilor în moleculele dielectricului : electronii se deplasează «pre armătura, 
pozitivă, iar nucleele încărcate spre armătura negativă (fig. 2.55). Moleculele 
se polarizează şi devin dipoli moleculari. Deplasarea distribuţiei de electroni 
care produce astfel de dipoli indugi de câmpul electric exterior se numeste 
polarizare electronică (Px). Prin îndepărtarea câmpului exterior, mole- 
culele revin la starea iniţială si, din acest motiv, dipolii formaţi prin pola- 
rizare electronică se numesc şi dipoli elastici (sau temporari). 

Există dielectriei în care moleculele, datorită structurii lor asime- 
trice, sunt dipoli chiar în absenţa unui câmp electric. Astfel de molecule 
polare se mai numesc dipoli permanenti (intrinseci sau rigizi). De exemplu, 
molecula, de apă este polară, deoarece sarcina medie pozitivă este depla- 
sată spre atomii de hidrogen, iar sarcina negativă spre atomii de oxigen. 
La astfel de molecule poliatomice, în care anumiţi atomi sunt in ansam blu 
„mai“ pozitivi, iar alţii „mai“ negativi, câmpul electric produce, în afară de 
polarizare electronică (ce este generală), şi o modificare a geometriei mole- 
culei, prin deplasările atomilor (fig. 2.36). Aceasta este polarizarea atomică 
sau ionică (Pa), când se deplasează ionii, cum este în cazul moleculei de 
NaCl. Din figura 2.36 se observă că unghiul normal, de 105°, format de 
legăturile moleculei de apă, se mărește sau se micşorează în câmp electric 
în funcţie de orientările diferitelor molecule. 

Dacă se introduce într-un câmp electric un dielectrie constituit din 
dipoli permanenti, aceştia, tind să se orienteze foarte repede în direcția 
câmpului (fig. 2.37), efectul de orientare adăugându-se la Pg si Pam, 
sub forma unui fenomen de polarizare de orientare (Po, numită si pola- 
rizare dipolară). Evident, efectul Po este diminuat de agitația termică 
a moleculelor (fig. 2.37 b). i 

Efectul total de polarizare a unui dielectric introdus într-un câmp 
electric este dat de superpozitia celor trei, efecte : Pr + Paw + Po. Pe 
feţele dielectricului polarizat apar sarcini de polarizare, numite şi sarcini 
legate (sarcinile c de pe armăturile condensatorului se numesc sarcini 
libere), având densitatea superficială о. 
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Fig. 2.35 


Fig, 2.36 
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Fig. 2.37 


2.9.14.2. Intensitatea de polarizare (vectorul polarizare eleetrieá). 
Ca măsură a polarizării unui dielectric se ia vectorul intensitate de polari- 
zare P (sau vectorul polarizare electrică), care reprezintă suma momen- 
telor dipolare din unitatea de volum a dielectricului, 
Р = lim ер = Vias 
Aa AV . dV 
Pentru a determina o expresie a acestei mărimi, se consideră un 
dielectric situat într-un câmp electric si în care au apărut sarcini de pola- 
rizare de densitate volumică pp şi de densitate superficială всу. Momentul 
dipolar al substanţei din volumul elementar dV’ este (fig. 2.38) dp = PAV. 
Potenţialul ereat de acest dipol elementar într-un punct М este (v. rela- 
tia (2.70)) 


|64 
со 
Qə 


d ln - (7 grad! TRUE x CN d (2.84) 


E nm : v Y : d ^ Ji dn га J atele 
unde indicele prim arată că, derivatele se fac în raport cu coordonatele 
, 


x LS Я See ME S ep obtine 
corespunzătoare lui 7'. Potenţialul creat de întregul corp se © brine 
prin integrare, 


_ 1 (P5. grad! ау (2.85) 
47€ | 
Dar 
P ? grad' ‚үкө, 1 ap 5 
P—P 
(2.86) 
zz (liv (7 “хт 1 — ) —, ЖУ, div'P ч 
771, IFR] 
şi, înlocuind în (2,85), se obţine 
à P à 
pe um diy’ "moet d V + 
Ane J Т | ie 
1 (= ay; 7 
4n€ |F = 74| (2.87) Fig. 2.38 
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sau, folosind teorema Green- Gauss-Ostrogradaki, 


Se UL Je 4 1 $$. dă | ds'. (2.88) 
И, гахе 


1 
ме 


` dre 
T 


|*—Y'| бте 7 


Sp! 


Comparând această expresie cu potenţialul creat de o distribuţie volumică 
$i superticială de sarcini de polarizare din corpul dat, adică cu poten tialul 
calculat folosind direct principiul superpoziţiei, 


TEST 


se obţin relaţiile 


+ Y, - j $’ Я 
саен v zr t z d — k e (2.89) 
|r— F| -dre r= T] 


ү! Sp? 


В.п o div, P = — ру. (2.90) 


Rezultă că într-un dielectric omogen (Р = const.) nu арат decât sarcini 


de polarizare superficiale. 


2.2.14.3. Veetorul inducție electrică. Se consideră un condensator 
plan. În absenţa dielectrieului, câmpul între armături este 


iar în prezența unui dielectric, 


)2.91( کے کے ji]‏ 
0© 

сс (2.92) 
= 


Câmpul E mai poate fi exprimat si altfel, ţinând cont de prezenţa sarci- 
nilor de polarizare. Într-adevăr, pe feţele laterale ale dielectricului introdus 
între armáturile condensatorului apar sarcini legate de densități + ср. 
Aceste sarcini produc în interiorul dielectricului un câmp electric 


orientat în sens contrar câmpului E, (fig. 2.39). Câmpul electric rezultant, 


ce apare în dielectric, este 


+++++++»ъ+ C 
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DDD 8 = 8 — Е. = ت‎ (3.94) 


1017111: 


A 9. 
So 


de unde se obţine 
£yE {ор = colo = ЄН = sos Е = с. (2.95) 
Dar, pentru п||Р, op = P şi deci, 
gU P = o. (2.96) 
Se poate forma acum veetorul 


Deu + Pa E = 2, 2.97) 


numit inducție eleetried, Din relațiile (2.07) 

rezultă că, dacă intro armüturlle unui conden 

sator ineüreat (dar deconectat de lm sursa de 

tensiune, pentru ca c să rămână aceeaşi) яе 

introduce un dielectric omogen, vectorul depla- 

sare electrică D rămâne neschimbat, in timp 
D 


ce intensitatea câmpului, Û == ——-, se mlego- 
€p Ep 


rează de e, ori. 


2.2.14.4. Legea lui Gauss generalizată la 
medii neomogene (e # constant). Câmpul elec- 
trie din dielectric poate fi considerat ea rezulta- z 
tul suprapunerii câmpurilor create în vid de Fig. 2.40 
sarcinile electrice libere О de pe armăturile 
condensatorului şi sarcinile legate Q, de pe feţele dielectricului. În acest 
caz, legea lui Gauss pentu o suprafață gaussiană ce cuprinde о placă а 
condensatorului și o porțiune de dielectric (fig. 2.40) se serie 


iras ripe > аа 
(р E: a5 —— (9 + 0, (2.98) 
©0 


S 


ui 


Sx. tol $ 
^ 


Deoarece suprafața 5 poate fi luată foarte aproape de faţa S' a dielec- 
tricului, rezultă 


f — ^ — ^ 
0, = сасе \ \? пад is ф Р. dS, (2.99) 
S' S 


5, 
unde s-a avut în vedere că »' = — 7 şi PA pi с Înlocnind (2.99) 
în (2.98), se obţine 
dp (eE + P) - 5d8—Q (2.100) 
S 
вап 
dp D -d$ 0. (2101) 
S 


Prin urmare, fluxul vectorului inducţie electrică este ДАША ОЗО) 
de sarcinile electrice libere, nedepinzând de sarcinile de md "à "Vds си 
exprimă, sub formă integrală, legea lui Gauss genera жат ы je Ew 
este valabilă și pentru mediile neomogene (er # const.). Form 
acestei legi este, evident, 
3 2.102) 
div D =з e 
: К ТАГА 
2.214.5, Clasifiearen dielectricilor, 1) Legea Spa AR polarizare 
Din punct de vedere macroscopio ве disting gon Api dieleotrio este 
electrică : polarizare electrică permanentă (Pr), сапе în câmp eleetrio, 
bre pen (озер ы ea do ren paragrafelo precedente, 
Ў aro strică temporară (cea сех? и * 'ectul câmpului 
5 ali дик na And diclectrioul este polarizat sub ou 
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eleetrie. Polarizarea eloctrice permanent este, în general, condiționat á de 
cauze neeleetriee, este măsurabilă direct, si, in cazul ¢ âmpului în dielec- 
tol. intervine ca o constantă cunoscută a materialului în condiții date. 
Polatizarea electrică temporară depinde de intensitatea Hw cámpului 
electrico. Prin urmare, peutru rezolvarea probleme Jor de câmp în dielec- 
trici este necesară cunoastere y explicită, a acestei dependențe. 
Legea polaricării electrice stabileşte relaţia de dependență {dintre 
polarizarea electrică temporară şi intensitatea câmpului electric 


P — P(T). (2.103) 
Calsificarea dielectricilor ge bazează pe forma dependenţei funcționale 
(2.103). 


2) Dielectrici liniari a. Dielectrici- liniari gi izotropi În cazul dielec- 
irieilor liniari si izotropi, dependenţa polarizării electrice temporare de E 
se poate eaproxima, cu relaţia (liniară) de proportionalitate 


Ра РОЙ), exE, (2.104) 


unde x se numeşte susceptivitate electrică şi este un scalar adimensional, 
caracteristic materialului considerat. Vectorul polarizárii electrice to- 
tale P, este 


E Do DP. (2.105) 
unde P este polarizarea electrică permanentă. Inducţia electrică se poate 
scrie acum sub forma 

DE e E о ПЕР CLP, (2.106) 
de unde rezultá 
CE EL „a (2107) 


Ín cazul dielectricilor obişnuiţi (nepolarizati permanent), relaţia 
(2.103) se reduce la (2.97). 


b. Dielectrici? liniari $i anizotropi Pentru dielectricii liniari şi anizo- 
tropi (anumite materiale cristaline), fiecare componentă a polarizării 
electrice temporare depinde liniar, în general, de toate componentele 
intensității câmpului electric, 


Р. = €9Xaa E, + £oXay Еу RIS £o Xaz Bz, (2.103) 
Eui Eou Ba 7160 эу. ki оу Ea, (2.109) 
[Р £oX za Fy 4d £0 Kay Bu БЕ £0 kaz; (2.110) 
калі 
P = х1, (2.111) 
unde 
т Kra Хау Хаг 
Ж == Жу Xyy Kys (2.112) 


Ked Xay Kaz 


este tensorul sugceplivilăţii, еїевігісе. 
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Inductia electrică D so serie astfel : 


D = e +3) 0-Р 


р= Є P4H, (2.113) 
unde 
* e H L- x Kay Ж 
= == col 1 -| *) == Ep Жук 1 + Жуу Xyz (2.114) 
"94 Xay ÎL haz 


este tensorul permitivității electrice. 
: în majoritatea mediilor, polarizarea permanentă este 
şi relația (2.113) se serie astfel.: 


D = eB. (2.115) 


foarte mică 


Se poate arăta cá tensorii x si e sunt simetrici (xzy = хул, х2: = х2, 
ete.) De exemplu, simetria tensorului x exprimă următorul fenomen 
fizic : un câmp electric Е aplicat în direcţia axei v produce о compo- 
nent P, exact egală cu componenta Р, care ar fi creată de un câmp 
electric aplicat în lungul axei у. O consecinţă legată de simetria tenso- 
rilor este cà întotdeauna se pot orienta axele de coordonate astfel încât 
componentele nediagonale (хау ха: etc.) să fie egale cu zero. În urma 
acestei alegeri a coordonatelor, polarizarea substanței este complet des- 
erisá, în fiecare punct, de trei numere 


Xaza) Хууу Xzz' 


c- Proprietătile dielectricilor liniari. Relațiile (2.97) şi (2115) sunt 
valabile pentru regimul static si pentru variaţii suficient de lente ale 
intensității câmpului electric (regimul cvasistatic). 

Їп cazul regimului variabil, se constată о аа în M 
polarizării faţă de valoarea, instantanee a lui E (fig. UA AE 
când brusc un câmp electric de intensitate Ej, se constată să po x сасе 
electrică, (temporară) ajunge la valoarea аашаа а 
Р, = єох E,, în urma unui regim tranzitoriu aperiodic. Acest aes 


Fig. 2.41 


numeşte postefeet şi puno în evidenţă o anumită „vâscozitate electrică” 
in orientarea dipolilor diolectricului. Ca rezultat al acestui fenomen, de- 
pendonța dintro P şi E la un moment dat t nu mai este, în general, 
liniară. 


d. Clasificarea dielectricilor liniari. În funcţie de comportarea, la, 
variația temperaturii şi a câmpului electric, a dielectricilor liniari, aceştia 
se împart in materiale diaelecirice gi materiale paraelectrice. 

Substanțele dinelectrice au o susceptivitate electrică, mică, inde- 
pendenti de temperatură și sunt lipsite de postefect, adică polarizarea 
urmăreşte instantaneu variațiile câmpului electrice. Din această categorie 
fac parte gazele monoatomice (He, Ne, Ar, Kr eto.), lichidele cu mole- 
cula simetrică (benzenul, He lichid ete.) și solidele cu structura cristalină 
ce prezintă un înalt grad de simetrie (germaniul, siliciul, diamantul etc.) 
adică, în general, substanţele care nu sunt formate din dipoli permanenţi 
(molecule polare) și care se polarizează prin formarea de dipoli indușis 

Substanțele paraelectrice au susceptivitate electrică mare, depen- 
dentă de frecvenţa lui E (deci au postefect important, care variază invers 
proporţional cu temperatura (legea lui Curie). Astfel de dielectrici sunt 
substanţele poliatomice cu molecule nesimetrice (polare) : СО, Н,О, HUI, 
CH,Cl, KCl, NaCl ete. 

Pentru determinarea polarizabilitátii dielectricilor liniari nepolari (sub- 
stante diaelectrice) se consideră un dielectric omogen, nepolar (de exemplu, 
heliu lichid) între plăcile unui condensator încărcat, situaţie în care apare 
fenomenul de polarizare electronică. Gradul de deformare al unei molecule 
din dielectric este proporţional cu intensitatea locală, efectivă a câmpului 
electric, care se datorează, pe de o parte, câmpului produs de plăcile con- 


i U cR j A 
densatorului, E = îi = —, iar pe de altă parte, câmpului creat de sar- 
E 

cinile din atomii individuali vecini. Pentru a determina câmpul local, se 
consideră un dielectric uniform polarizat, din care se decupeazá o sferă 
(fig. 2.42 а). Presupunând că, înainte de decupare, polarizarea a fost 
„ingheţată”, sfera separată rămâne polarizată. 

ia În conformitate cu principiul superpozitiei, câmpul într-un punct A 
din interiorul dielectricului, înainte ca sfera să fie scoasă, este suma càm- 
purilor tuturor sarcinilor din exteriorul volumului sferic plus câmpul 
sarcinilor din interiorul sferei polarizate, 


— - s. 
E = cavitate + Е.га, 


unde Йшуиме este câmpul în cavitate, iar мега este câmpul cre: E: 
uniform polarizatá ce poate fi considerată ca un doo POPULUS м 
Vy р mA, сш ем! de această sferă in punetul A (tig 
2.42 c). mentul de suprataţă dS = r? sin 0 d0 d У ү е; 
sferei câmpul e produce în centrul 


op dS ., 


аЛ, == -— E n. 


4v €0 pă 


Integránd pe intreaga suprafată a sferei, componentele dE, 
reciproc datorită simetriei, iar rezultanta, se obține prin ен 
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Prin urmare, intensitaton câmpului caro polurizeazü o moleculi individuală, 
este 
P 
Invitata li | B 


d £g 


Momentul dipolar indus al moleoulel gttunte în contul слу ШП este de 
forma 


p ` ЖЕ) I cav Matos 


unde х se numeste polarieabilitatea moleculet, Voolorul polarizare I^ so 
poate serie азе: 

э? P 

P за ND = Nuca (7 | ) 

Зе, 


де unde, având în vedere сй P = (er = 1) е, W, 


d e=] 
@ + - : 
N e,-l-2 
În practică se foloseşte o mărime proporțională cu «, $1 anume, polariza- 
bilitatea molară, definiti astfel (formula Olaugius- Mongo lL!) 
NA Na £r ^ „al Ад: М Er - 1 


gz-— : 
3 N £y ° |- 2 Qm £r - 2 


: (2.116) 


unde N, este numărul lui Avogardo, M este] masa molară, lar ọm este 
densitatea volumică de masă. 


Retracţia undelor electromagnetice este un fenomen bazat, de ase 
menea, pe polarizare ві, după cum во va arăta, între indicele de refraetie 
a undelor electromagnetice fl e, există relaţia e, = n?. În acest caz for- 
mula Clausius-Mossotti conduce la așa-numită formulă Lorenz» Lorentz 

9 i 
т 


- (2.116 a) 
Pm n? + 2 


unde м ве numeste refracție molară. . 

în cazul substanțelor paraleotrica. (dielectrici polari, dar liniari) se 
consideră un dielectric polar, format din molecule care se pot misca 
liber (dielectric gazos вап lichid), astfel încât în absența câmpului elec- 
(ric, momentul dipolar rezultant, din cauza orientării haotice (aleatorii) 
а momentelor moleculare, osto nul (Pa = 0), Când molecula polară este 
situată într-un câmp electric uniform, de exemplu, paralel cu 02, energia 
moleculei este 


W = — DB = pE cos 0, 
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În conformitate cu statistica clasică Boltz 
care la temperatura 7 au energia W, 


mann, numărul n di 


| mol ecule 
este ule, 


: ГӘ M PE cos 6 

^(W) = сопвб:о FF = nye WT 

În particular, numărul dipolilor, din unitatea de volum, ale căror mo- 

mente electrice se află orientate în unghiul solid до, (fig. 2.42 d) este 
РЕ 0050 pE cos 0 

AN =ne * dO =ne 'T 2xsin0d0. 
Numárul de molecule din unitatea de volum, ale cáror momente electrice 
au toate orientárile posibile, este 


T PE cos 0 T) : ч 
N =2тт%, \ e UT Rin O.d == te dal sh DU 
ر‎ pE kT 


Momentul dipolar mediu este 


Z ФЕ cos 0 
E ЕТ 
ре kT p cos 0 0 =p (coth 7, — 17) 
0 


deoarece fiecare dipol contribuie la momentul rezultant P (orientat dupà 


direcția lui E) cu cantitatea p cos0. Expresia obținută pentru p se mai 
poate scrie sub forma 


P Ta 2р2 (а), 


x cha — sho A LG Y 
unde 2(2) Tb srt se numește functia lus Langevi 
æ Sha 


În cazul câmpurilor slabe, pE < KT, æ < 1, se poate sone 


a(e* + ez?) — (e* ESTEE 
1 — OUS HM UO LER ELE LI 
(ж) em ale? Siva) 3 
8i deci 

= G pE = AT eo E, 

PRO SRT 

i 'e este 

de unde rezultă că polarizabilitaten moleculei polare € 


m 


,نے 


Хт 7? 1 
T 8e, k1 


] ui Curie şi arată 
irea de legea И pe pi fată 
| | sub danno — Na) unui dielec 
este cunoscută adana n а 
sea A (жт) BOU susceptiy IDA are. - 
а po Ч в pro ortional eu ‘wateg de orientare, dieleetrieii 
ud узше топагон à ituri de polar " Aceasta înseamnă că 
T ор M o polarizate electronică, AC 
i evident, $ 
polari suferă, 
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polarizabilitatea molară totală are expresia 


дү, Na N )* 1 
а (а ++ ap) ml о fi ш 4 В, 
Pm t£. +2 i i 3 86,7 T 
unde A şi B sunt constante pentru un dielectric dat, A referindu-se 1% 
polarizate electronică, independentă de temperatură, Reprezentând gra- 


У Ex cod ИИТ 
tie ca tunetie de Tq se observă că, din panta dreptei obținute, tgo = 


SN 
DIN А à P ; 
= ves , se poate determina momentul de dipol permanent (p) al unei 

9 cok 

v to 
molecule din dielectric (fig. 2.42 е). 

8) Dielectric neliniari In general, cei mai mulţi dielectrici sunt neli- 
niari, liniarizarea teoretică a comportării lor fiind doar aproximativă. 
Un astfel de dielectric este sarea Seignette (sau sarea Rochelle), adică 
bitartratul se sodiu si potasiu hidratat: NaKO,H,O,: 4Н„О si, din 
acest motiv, dielectricii neliniari se mai numesc substanţe seignettoelec- 
trice sau feroelectriee. Acești dielectrici au urmáoarele proprietăți : 


a. În timp ce la dielectricii liniari e, are valori de ordinul câtorva 
unităţi, în cazul substanţelor feroelectrice e, poate atinge ordinul câtorva, 
mii. 

b. Substanțele feroelectrice pot avea o polarizare spontană (numită 
şi remanentá sau permanentă, P, з 0, desi E = 0). 

с. Dependenţa lui P (sau a lui D) de E nu este liniară, x şi =, 
fiind funcții de E : Р = x(E) (E) (fig. 2.42 f). 

d. Substantele feroelectrice prezintă fenomenul de histerezis electric. 

e. Pentru fiecare substanţă feroelectrică există o temperatură dea- 
supra căreia substanţa îşi pierde proprietăţile neliniare şi devine un dielec- 
trie liniar (paraelectrie). Această temperatură se numeşte punct Curie. 

La variaţia intensității câmpului electric, valorile polarizării P 
nu sunt funcţii univoce de E, rămân în urmă în raport cu E si, ca 
rezultat, P se determină nu numai prin valoarea lui Æ din momentul 
considerat, ci și prin valorile precedente ale lui Е. Acesta este fenome- 
nul de histerezis (de la cuvântul grec histerezis = întârziere). 

Considerând un material feroelectrie care la un moment dat are 
Pj= 0 şi introducându-l într-un câmp electric variabil se obține mai 
întâi așa-numita curbă a primei polarizări (curba 1 din fig. 2.42 f). 

La variaţia ciclică a câmpului E, între două valori extreme + Em, 
dependența lui P de E este reprezentată printr-o curbă închisă numită 
buclă de histerezis. Ойла D = 0, substanţa mai păstrează o valoare Р, a 
polarizării, numită polarizare remanentă, Numai prin acțiunea unui câmp de 
sens contrar Bo (numit cimp coeroi tiv sau forță coercitivd), polarizarea devine 
nulă, Dreapta tangentă în origine la curba primei polarizări dă suscepti- 
vitatea iniţială, Dacă, ajungând rintr-un punct А al ciclului de histerezis, 
de exemplu, pentru В = Da ве realizează o oscilație de amplitudine mică 
a lui AÛ în jurul valorii Wa, punctul reprezentativ nu se deplasează 
urmând ciclul, ci pe un mic segment de înclinare diferită celei care cores- 
punde susceptivităţii dielectrice ciclice. 

Ciclurile pentru diferite valori ale amplitudinii Em tree de la forma. 
de elipsă (pentru valori mici ale lui Fn) la forma ciclurilor de histerezis 
din cazul feromagnetismului (pentru valori mari ale lui Em), 
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Fig. 2.44 


Seignettoelectrice sunt substantele cristaline care nu prezintá un 
centru de simetrie. De exemplu, cristalele de sare Seignnette apartin 
sistemului rombie (fig. 2.43). Proprietăţile substanţelor feroelectrice se 
explică prin faptul că interacţiunea particulelor din cristalul feroelectric 
face ca momentele lor dipolare să se orienteze spontan, paralel unele cu 
altele, formând aşa-numitele domenii de polarizare (tig. 2.44). În mod obis- 
nuit, direcţiile de polarizare ale diverselor domenii sunt diférite, așa încât 
cristalul, în ansamblu, poate avea un moment rezultant nul. Prin actiu- 
nea unui câmp electric exterior, momentele domeniilor se rotesc si se 
orientează în direcţia câmpului. 


Sarea Seignette are două puncte Curie: — 15 ^C si 22.0 *0; ea 
se comportă са o substanță feroelectrică numai în intervalul dintre aceste 
temperaturi. Alte substanţe feroelectrice importante sunt titanatul de 
bariu (BaTiO,) care are punctul Curie la 118 "C, metatitanatul de 
bariu (ВатіО,) cu punctul Curie la 125 °0, ortofosfatul monopotasie 
(KH;PO,) eto. 


Trecând prin punctul Curie, parametrii reţelei cristaline (dimensiuni, 
unghiuri) se schimbă continuu (lin), dar simetria cristalului suferi o 
discontinuitate (un salt). Simetria oricărei figuri nu se poate schimba 
„treptat”, despre elementul dat de simetrie putându-se afirma doar că 
„este” sau „nu este”, Această schimbare treptată w parametrilor rețelei, 
însoţită de o schimbare bruscă a simetriei Bale este cunoscută са repre- 
zentând o tranziție de fază de ordinul doi, oaro nu osto însoţită de 0 те 
riatie de energie termică (prin contrast, la topirea cristalului, de exemplu, 
сате este o tranziţie de fază de ordinul întâi, are loo o absorbție de energie 
termica), ; Eam 

255 Reiraefin liniilor de indue(ie Мовна, La | е MARINA 
unei suprafețe care limitează un corp, separând un die e 1 js а ^ LA е 
tric, parametrul e suferă varia il bruste, Agosto virial h A + aoro- 

PY i id 1 imuităţi şi, ca urmare, eate de aştep 
scopică, pot fi considerate eu discontinuități 8h Nd! бро 
a en «P vectorii câmp (Ij, D) să anfore discontinuități, Comportà 
tat са gi veetor Т Ы tinuitate din dielectriel se exprimi 
кш vocon A күү jon YR asemenea, liniile de câmp sutoră 

rin aşa-numitele conditi la limită, Di ) 


modificări de direcţie, adică se refraetü. 
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Fig, 2,46 


Se consideră, într-un câmp electric uniform Ё, dou plăci plan- 
paralele din dielectrici diferiţi (c, > є) așezate una în contact ce cealaltă 
(fig. 2.45). Din є # =, rezultă cp ¥ o,, şi pe suprafaţa de separație 
a dielectricilor apare un surplus de sarcini legate ф„. Dar, din teorema lui 
Gauss generalizată (div D = р) se stie că liniile lui; D au ca sursă numai 
sarcinile libere. Din acest motiv, liniile lui D tree prin suprafața de sepa- 
ratie fără să se întrerupă ; ele pot cel mult 54-51 schimbe direcția, să se 


refraete (fig. 2.46 a). Deoarece E are ca sursă orice tip de sarcini ( iar 


de polarizare, div. E LES , liniile lui E se pot întrerupe si refracta 
£o 
a suprafața de separație (fig. 2.46 b). 

Pentru a determina relaţiile dintre componentele normale sau 
tangenfiale (în raport cu suprafaţa de separație) ale vectorilor D si E 
din cei doi dielectrici, se consideră o gaussiană cilindrică de înălțime R, 
ale cărei baze S, şi 5, sunt dispuse în primul $1, respectiv, al doilea dieiec- 
tric (fig. 2.45). În interiorul cilindrului sunt numai sarcini legate, iar fluxul 
vectorului D prin suprafaţa laterală a cilindrului se poate neglija, deoa- 
rece % poate fi luat oricât de mie (h — 0), gaussiana reprezentând о 
pătură de tranziție foarte fină. Prin urmare, aplicând teorema lui Gauss, 
ве obţine 


D, + Bah Da «Sym = DnS, HDS = (= Dn -0)8 = 0, (2117) 


de unde 


Din ке Tas: (2.118) 
Din D = ee, E, rezultă, 
Di £ 
Ем a fm, (2.119) 
ym Cin 


Deoarece, prin ipoteză, vectorul TÎ, este acelaşi în cei doi dielectriei, si 
vectorii I, — după eum se vede din figura 2.45 — sunt normali la supra- 
fata de separație (câmp croat de plan infinit), câmpul rezultant E = E, + 

“TI. nu va suferi пісі o influenţă asupra componenţei sale tangenţiale, 


+, 
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adică 


` Eir Е, E 
gi " (2.120) 
D; ы 
Я (e) 1« 
Ds ty (2.121) 
In concluzie, la trecerea printr-o suprafață de separație a doi di 
d ji dielee 


trici, componenta normală а vectorului D și componenta tangential 


lui E variază continuu, iar componenta tangentialá alui D si 

з \ E ta lis а lui 31 component d 
normali a lui suteră discontinuități (x variații bruste). 

În cazul în care suprafata de separație a două medii este incăreat 


a 


cu densitatea superficială c, se arată, folosind un raționament anal 

* E e < analog 
celui indicat mai sus, că relaţia (2.118) trebuie înlocuită cu 

Din — Da, = с. (2 113 a) 


O ‹ = MA ` ` 
2.2.15. Energia electrostatică de inter acțiune a unui sistem 
de sarcini 
Formula (2.57) a energiei potentiale de interacțiune electrostati 
între două sarcini poate fi extinsă la un număr oarecare de sarcini elec- 
trice. Dacă un sistem este format din n sarcini, energia acestuia este 
LS (2122 


, 
ial jai Amet 
=1 


n 


unde se ia semisuma, deoarece apar de două ori termenii identici W;; = W м. 
iar i + j, deoarece fiecare sarcină nu acţionează asupra ei însăşi. Reli 
(2.122) se mai poate scrie sub forma 


ES lipi (2.123) 
2 [E 
unde 
" q; OQ 104) 
ше ETE ah 
jai rej ` 
jal 
REC SA NN — 1, 


este potenţialul câmpului creat de toate sarcinile q; (j = 
i +1, .. n), оц excepția, s sarcinii q în punctul unde se айх sarcina qi 
A M ^ ener- 

în cazul unei distribuții continue de s aroină cu densitatea р, ener 


gia electrostatică este 


* 
= 


mmt hesar ns) 
2 
sau, având în vedere că div D = si E = — grad e 


W, = +À ọ div баг = „| [div (9D) — Вама e] V 
2 
li 


1 (2.126) 
2 ү v Db aV B3 | 9 D, 45, 


' "y 


e 
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Alegând o suprafată S, care limitează volumul V, destul de mare (pe 
care ф — 0 gi D,1—0), rezultă 


Е - Dav = fu, dV, (2.127) 


sau, in mediile liniare şi izotrope (D = e£) 
1 €) €) \ 
10, === CUM (2.129) 

- 


În conformitate cu relaţia de proportionalitate dintre masă şi enert- 
gie (E = mc?), deoarece câmpul electric posedă energie, el posedă sí masă. 
Densitatea de masă, a câmpului electric este 


Ше и кл (2.130) 


бейле 


Pentru a calcula energia unui sistem de sarcini într-un câmp exte- 
rior se consideră un sistem format din n sarcini qi (t —1, 2,..., n), 
situat într-un câmp exterior. Energia fiecărei sarcini în câmpul exterior 
este 


t 
W= qat" 


unde git este potenţialul câmpului exterior în punctul unde se айа sare 
cina q. Energia sistemului în câmpul exterior este 


Dacă la această energie se adaugă energia de interacţiune (2.123), se obţine 
energia potențială totală a sistemului 


al n " 
W = Wit Wes — y doct Y aat. 


Я i=l isl 


În conformitate cu principiul superpoziției, două sarcini electrice 
dau câmpul rezultant 


B= E, Eu E, 
$i o densitate de energie 


1 1 н "TER ER 
We = 7t e(E, +A) = ^ el + h сЕ 4-Е, Ea 


"Energia totală se obține integrând această expresie pe tot spaţiul, 


1 T. = 
Wes e Ei dV + i shi dV + eH, -E,dV. (2.130 a) 
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Prima integrală din membrul drept reprez 
prima sarcină, à doua integrală este ener 
sarcină, iar cea de a treia integrală oste оти 
rând un volum mare (ra — оо), ultima integrală, devine 


int energia câmpului creat de 
gia câmpului creat de a doua 
rgia de interacţiune. Conside 


\ Е, E,dV \ E, E, - Andre \ el, By: Ату? dr 


f 


Ф da 2 019% 
=\ e ——— —— Ади dr = =, pentru r — со; 2.130 1 
| drer? drer? 4T er l со; (2.130 b) 


cos (E, - Ea) x 1, pentru 7 — oo. 


unde elementul de volum dV = 4zr*dr à fost ales sub forma unei pături 
sferice de rază r gi grosime dr. Relaţia (2.130 a) dă exact energia poten- 
tialà (de interacțiune) a sarcinii q, in câmpul sarcinii ga (v. relația (2.57)). 
Prin urmare, într-adevăr, energia de interacţiune reprezintă o parte æ 
energiei câmpului electric (rezultant). 

ceea ce priveşte primii doi termeni din relaţia (2.130 а), ei devin 
infiniti dacă sarcinile q, si q Sunt punctiforme (r — 0). Rezultă cá sar- 
cina punctiformă este o abstracţie, orice sarcină trebuind să aibă o dimen- 
siune finită, diferită de zero. De exemplu, în conformitate cu relația 
(2.123), energia câmpului creat de o sferă conductoare (o = const.), de 
rază а, este 


Q2 
„= » 
Sm ed 
5 j К е? 
Blectronul ,,clasie" este considerat са o sferă de energie RES 
oT Egt 


Într-o primă aproximaţie, se poate admite că întreaga masă a electro- 
nului este de natură electrică si atunci se poate scrie că energia totală 
m este egală cu energia electrostatică, adică 


e? 
mo? ex , 
Sr eo 


de unde se obţine asa-numitü raza clasică а electronului 


е? 


d => [= 4 10715 nm. 


8r є 1,0% 
Procesul de încărcare a unui condensator plan DU rcd s tw 
Q, până сапа diferenţa de potenţial dintre plăci devine те со 
oate fi imaginat astfel : во deplaseaztt sarcina Q (I2 SA A etii 
iperi din armături) de la una dintre plăci la cealaltă, pe iel ga A 
unuilueru mecanic A ; acest lucru meeunie este măsura energ 
torului încărcat. Se poate sorio 


dA = (ф — e) dQ = U dQ, 
dQ =бай, dA = 0040, 
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de unde, pentru опот eondensatorulul, se obține 


Т 


m 
Wa А Ü U qu QU? LA OU ‚0% 
0 / 00 
z - 
9 
sau, avind în vedere сй € = ; 
(1, 


| i | 2 
W, e Ii* Sd eI y. 
ә 4) 
4 4 


Această relaţie arată că energia electrică, a condensatorului încărcat este 
concentrată (localizată, înmagazinată) în câmpul electrice W dintre plăcile 
condensatorului. Purtătorul energiei electrostatice este câmpul electric. 

într-un mod analog se deduce energia electrică a unui conductor 
izolat, încărcat cu sarcina Q și având potenţialul p, 


1 1 
Woon uotot = — Оф? =—6 Ф. 
luot 9 р 2 д 


2.3. Eleetrocinetica (legile curentului continuu) 


2.3.1. Intensitatea curentului, densitatea de curent și ecuația 
de continuitate 


urentul electric reprezintă o mişcare dirijată de sarcini electrice. 
Cantitativ, sarcina electrică totală (pozitivă si negativă) care traver- 
seazá net (într-un anumit sens sarcinile pozitive 81 în sensul contrar 
cele negative) o suprafaţă, în unitatea de timp reprezintă intensitatea 
curentului electric prin. acea suprafată, 


TE ues, (2.131) 


мо Al dt 


Vectorul densitate de curent, j, are modulul egal cu sarcina electrică 
ce trece, în unitatea de timp, prin unitatea de suprafată normală pe direc- 
tia de curgere a sarcinilor, iar direcţia $i sensul său coincid cu direcția si 
sensul de deplasare а sarcinilor pozitive (convenția de sens tehnic). De 
exemplu, pentru un curent format de un singur tip de sarcini, 

7 =й, (2.132) 
unde o este densitatea volumică de sarcină, iar ? este viteza medie a 
sarcinilor, În conformitate cu definiția tluxului unui vector (secţiunea 2.2.6) 
rezultă că intensitatea curentului electric printr-o suprafatá reprezintă 
fluxul vectorului f prin acea suprafață, adică 


== M d = W “Ti AS a \ pă ‘TAS. (2.133) 
5 s 


X 


Experienţa arată că sarcina. eleotricd este àndestructibild, ea nu poate 
fi creată sau distrusă; sarcinile electrice ве pot deplasa doar dintr-un 
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loe în altul, dar nu pot apărea prin procese obisnuite. Sarcina electrică 
ie conserva (VOR pi 2.9.1.9). Dacă existi. curent net spre exteriorul umei 
i prafete inchise (ачса, RUNIN curenților cate iea din supr tată este їй M 
mare deed suma celor cure intră), cantitatea de каго in tivi tre- 


buie añ desereased cu o valoarea corespunzătoare. Prin urmare. se 


poate 


смео forma integrală à legii conservării sarcinii electrice 


фр) Г. 


LO 


unde 


(interior (t) ES W e аў. 


AQ кески 
n 


d8 


у. 


Înlocuind (2.135) în (2.134) si folosind teorema Green- Gauss-Ostrograd- 


ski, se obţine 


) eT 
EN +div j =0. 


di 


Această relaţie exprimă forma locală a legii conservării sarcinilor electrice 
sau ecuația de continuitate pentru sarcina electrică. 


01 


div j = 0, 


s А . д E : 
În cazul regimului staționar Е = 0, curent continuu | se obţine 


(2.431) 


adică densitatea curentului constant este solenoidală (are liniile de càmp 


inchise). 


2.3.2. Tipuri de curenti electrici 


a. Curentul de convecție. Dacă se încarcă un 
deplasează in spaţiu (fig. 2.47), sarcinile electrice se 
cu corpul macroscopice pe care se află. Un astfel de curent se nume 


curent de convecție. 


b. Curentul de condueție. Di 
duetor, electrolit, gaze ionizate) este într 


cinile eleetrice (electroni, ioni, goluri) care 
itive în sensul cân 


incep să se deplaseze (fig. 


Fig. 2.47 


2.48) : cele poz 


Dacă într-un conductor (metal, 
etinut un câmp elec 


corp oarecare şi se 
vor mişca împreună 
ste 


semieon- 
trie A, sar 
se află libere in conductor 
impului (sensul 


iat 


curentului), iar cele negative în sens con- 
trar, Acest fenomen de deplasare œ sarci 
nilor electrice microscopice in interiorul 
unui corp macroscopic imobil (solid, lichid 
Kau gazos) Ве numeste curent de conducpie. 

e, Curentul în vid, Sarcinile electrice 
microscopice care se deplasează ín vid sub 
acţiunea unei diferente de potential, inde- 
pendent de corpurile macroscopice, for- 
mecaz aşa-numitul curent îm vid. Un exemplu 
este fluxul de electroni dintr-un tub electro- 
nic (fig. 2.49), 

d. Curetul de polarizare. Într-un dielectric perfect nu există sarcini 
libere, dar sarcinile legate (de polarizare), cu densitatea superficială ср= Р 
suferă deplasări mici în procesul de polarizare a dielectricului (Р, + Р, + 
+ Po) sub acţiunea unui câmp electric E. Aceste deplasări ale sarcinilor 
de polarizare formează curentul de polarizare şi au loc doar са un proces 
tranzitoriu, iniţial, când este aplicat câmpul (Е variază де la 0 la Ej. 
Densitatea curentului de polarizare este, evident, 

АЕ С (2.138) 


д E ГА 


Fig. 2.49 


Curentul de polarizare poate avea o valoare constantă într-un câmp elec- 
tric variabil (periodic), astfel încât A constant. 


În cele ce urmeazá se vor studia legile curentului electrie continuu in 
cazul cel mai important din punct de vedere practic, cel al curentului 
de conducţie. 


2.3.3. Tensiunea electromotoare. Câmpul electric imprimat 


Se consideră un circuit ce constă dintr-o sursă de curent şi o rezis- 
tență conectată la polii sursei, A și C (anod și catod, fig. 2.50). Legea 
luí Ohm pentru o porțiune a unui conductor ce nu conține surse arată 
că intensitatea curentului este proporţională cu diferența de potențial 
Ф — 9, de la extremitățile. porțiunii respective, 


; (2.139) 


unde Ji este rezistența electrică a 
conductorului, Pentru a obţine un 
curent continuu, I = const, este ne- 
cesar ca U const, În acest scop, 
sarcinile polilor A $i O nu trebuie să 
se schimbe în timp, desi un număr 
determinat de electroni părăsese în 
fiecare secundă polul şi exact 
acelaşi număr ajunge la polul A, Evi- 
dent, sunt necesare forte acţionând 


Curent electronic 


Fig, 2150 
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jin interiorul sursei, care să transfere 
sosit la polul А, inapoi pe C. 


ная dag aa secundă toti electronii ce au 
Jeetronilor de câtre ^ ee „Aceste forte trebuie să invineă atractia 
: s către A și respingerea lor de către ( мїїєй el ое 

: adică ele 


să actioneze impotriva forțelor câmpului : trebuie 
log | 4 Ampului electric E Spa itp Dope CARE ie 
creat de sarcinile polilor și de alte puncte ic potenţial (electrostatic) 


x ^ din circuit. Este act Jar nx 
a m (5&8 "Re мгр — : 3 = ы m $ 4 
acţiunea unei surse de curent poate fi produsă de forte de or ră 

ее ongine, 


vibe. Hr hu "ig inec dim ^ А TASU electrice fixe, adică de un 
p ex à х | de lorte se numesc forțe imprimate. De exempl 
о forţă imprimată, de ongine mecanică, ar putea fi re калан tá La 
printr-o ,pensetà" Р (fig. 2.50), сате ar transfera datis nh i da TE. = 
C. În realitate, rolul acestei ,,pensete" il au fortele poa pieds kay кез. 
forțele unui câmp electric rotational indus de un câmp m en А cm 
bil) forţele chimice dintr-un element galvanic sau dintr-o baterie dı 
acumulatori etc. i 
Forţele imprimate sunt caracterizate prin lucrul mecanic pe care 
îl efectuează asupra sarcinilor ce se deplasează în circuit. Mărimea, egală 
numeric cu lucrul mecanic al forţelor imprimate, raportat la unitatea de 
sarcină pozitivă, se numeşte tensiune (sau forţă) electromotoare ce actio- 
nează pe circuit sau pe o porţiune a sa, 


а 
4 


Forţa imprimată F; ce acţionează asupra unei sarcini q poate fi exprimată 
astfel : 


6 = (2.140) 


P, =q Es, (2.141) 


unde E, se numeşte intensitate a câmpului electric imprimat. Lucrul 
mecanic al forțelor imprimate, efectuat asupra Sarcini g ре un circuit 
închis C, se scrie 


1 =f Fe = 19 E. dl (2143) 
с C 


și deci tensiunea electromotoare ce acţionează într-un circuit inchis poate 
fi definită са circulația câmpului imprimat, 


=) ОО, (2.143) 


C 


2.3.4. Legea lui Ohm si rezistența conductorilor 


СЕ lanam ` ă ® electronilor 
La trecerea unui curent lootit, mS cure 'aaţioutasă asupna 
intr- ) t e cauzată de oamp "c on тайн, în vi 
Feb бро ока оа 7 - — eB. Dacă electronii s-ar miyon în „id, 
sub i iunea lui E. viteza lor ar creşte continuu $, totodată pă într-un 
cup HEN a сате oi 11 produe (j~ p|). Acest fapt însă XE Ө con- 
гк di ctor, o diferență de potenţial constantă e trecă e Pe 

папе = cestui fenomen о reprezintă ciocnirile e à RIE кй 
stant. Cauza а Divi in vibrație termică, CU impuni i e oet 
n E ară а conductorului: Imaginea deplasării 

in reţeaua 
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A 73S intr-un meti М este reprezentută in 


e e № M Es0, TA OK {шү 2,51 à, b, Ki e: a) agitația 

\ A termică  deaotdonatii în арке 

x d раи electric; b) componenta 

imiscării electronilor sub aetiunen 

câmpului eleetrie ; e) misearen reală 

кс et SLOPE RESET D electronilor in prezența câmpului 
Хх electrice, 

E40... f OK Doch se consideră eit, imediat 


după ciocnire eu ionli rețelei erista 
line, eleetronul are viteza mişcări 


t oq ied ordonate, Û, = 0, iar apoi, în нро 
Ш + dintre două ciocniri, dobândeşte, 


Exo, Т sub acţiunea câmpului Û, accelera- 
“ ү ^ 
Теп eL i 
I GN {йа @ => = — ~, viteza electro- 
Fig 3.51 m m 


nului în momentul începerii unei 


а о d Sa eE E ! ААТ 
noi ciocniri este ых = 07 = — — т. Viteza medie a mișcării ordonate 
7 m 
Ё ПЕ x ер A É T А 
б este z (čo Ümar) = — —— +. In realitate, timpul de pareurs liber 
A 2m 


ta- 


(între. două ciocniri) nu este acelaşi pentru toți electronii. Calculele st 
tistice (teoria cinetică) arată că, dacă se tine seama de acest lucru, 
expresia vitezei medii este 
ES 67 = 
= — P, (2.144) 
m 


E 1 t н : : | 
unde = = — este timpul mediu al liberului parcurs pentru tot ansamblul 
Vet 
de electroni, iar vu este frecvenţa de ciocnire electron-ion. Uneori, relația 
(2.144) se scrie sub forma 
О, (2.145) 
unde р, se numeşte mobilitate a electronului si reprezintă viteza dobân- 


dită de electron într-un câmp egal cu unitatea (: М ) 


m 
ec ё ; 
Me t Um ,سنن‎ 2. 16) 
m M Vet 
Având în vedere expresia densităţii do curent, j = pd = —neb, din 
(2,144) rezultă : 
тё? „ | 
7 -——H (3.147 а) 
т 
Bau i 
J = ab, (2.141 b) 
unde 
e 
шш =з JM. 2.148) 
m 
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Fig. 2,52 
se numeşte conductivitate electrică 
S eciricá a conductorului 
е мү at wea à conductorului considera velatit 
E (b) 1 art de numirea de legea lwi Ohm pentru densitate е peri 
Jorma locală a legii lui Ohm, în timp ce cunoscuta, relaţie U- Cp 
LI AS У * € 3 "ye aá ^ Y v i 4 ДС ; à : еа Р ти) ; 
se numeşte forma integrală (globală) a legii lui Ohm în c MT iza 
se m ue Tad ei e изд ai f n cazul eonducto- 
In punctele din mediul conductor unde act 


| А A z iones 7й à At pA a. 
electrice imprimate, cât $i cele potentiale, 1 VÁ atât câmpurile 
ў 3 + 


egea lui Ohm se scrie astfel : 
J = (8 +B). (2.149) 


Forma integrală corespunzătoare unei porțiuni 4 е 
este E DIESE t e unei porțiuni АВ de circuit (fig. 2.52) 


Фа — 9n = + RI 
sau 
Фа — ов — 6 = RI 

sau încă 

B B 

۶ м + E - di — RI, (2.150) 

4 А 
unde 

B 

\ E, :di-—94— Фв = U 45 

A 


este tensiunea electrică, între punctele A şi B ale conductorului, iar 
B 
|E- di— — 4 


A 
á pe portiunea A B din circuit. 


ste Şi 5 ntr aT е АС ioneaz J uit, 
este tensiunea electromotoare ce actione? pene E 


În cazul unui conductor fără câmp imprimat, 
forma globală simplă a legii lui Ohm 
U — RI. 


izotrop, cu seci iunea 5 € 


(2.180 а) 


{ Xd yl A 
ini 1 onstantă şi lungime: 
Pentru un conductor liniar ў pi 
1, din (2.150 a) şi (2.147 b) se obtine 
U = El = RS = RoES, 


de unde ta ©, 
penam ШЕ бал” 
а с б 5 


ETT 2 Mo: t a 218 101 at а сопс uct DN ului rezistenţa 
S ti t i 1 C ( 
е 1umes e rez 
Mărimea pe se I Г] 


р eu al 
electrică specifici). Experiment 


existivitatea depinde 
atat că rezistiv ita 
8-% constatat 
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de temperatură după o lege de material Pe 


st ў NUN ` i ў isti \ i i 
este o tuneţie de natura conductorului, Astfel, există următoarele tipuri 
de materiale : 


p(t) a cărei formă explicită 


M Materialele pentru care variația rezistivitü(ii cu temperatura 
poate fi aproximată prin relația liniară (cazul conductorilor propriu-zisi), 
Ве pell Hat — 1)] = pell ++ «(T — TY], (2.152) 

unde a (coeticientul de temperatură al rezistivitátii) este o mărime de 
material, AP pe Şi p, Sunt rezistivităţile la temperaturile 7 $i, respectiv, 
T, (о temperatură de referință). Exemple de astfel de materiale sunt : 
metalele, cărbunele, unele soluții etc. În cazul unor variaţii mari de tem- 
peratură, relația (2.152) trebuie înlocuită cu o lege neliniară de forma 


pe = gall + alt — tr) + aa (t — 1,)®], (1152ж) 


unde х, este un coeficient de ordinul doi al variaţiei rezistenţei cu tem- 
peratura. 

b. Materiale pentru care rezistivitatea scade cu creşterea tempera- 
tarii după legea exponențială (cazul semiconduetorilor intrinseci) 


WERI 1 AES 
ge — Cer epf 7 [s = i) (2.153) 


qe Е Ă Aj. З : x 
unde W, =с- W,, este energia de activare (jumătate din lărgimea benzii 
- 


interzise), iar k —1,39-10-?? J. K-! este constanta lui Boltzmann. 
În tabelul 2.3 sunt date rezistivitátile, conductivitátile si coefi- 
cienţii de temperatură pentru unele materiale. 


Tabelul 2.3 


Conductivitate icie 
| a Rezistivitate о, S «pla dube 
E 5 ° س‎ ЕЕЕ er? B 
(Q - m) la 20°С с E Jo ml). (FC) la 20 °С 
1 2 3 4 
Argint 1,59.10-% 6,29 + 107 3,8. 1073 
Cupru pur 1,69.10-5 5,91. 10* 3,9. 10-3 
Cupru comercial 1,731075 5,77-10* — 
Platiná 11,0. 10-8 0,9. 10* 3,8- 1073 
Aur 2,2 + 10-10 4,5. 10" 3,6. 10-3 
Magneziu 4,5 .1072° 2,2.10? 4.1073 
Zinc 6,2 «10-10 1,6. 10? 3,7.10-3 
Cobalt 5,5 107 1,8: 108 5,5: 1073 
Aluminiu 2,82. 10-8 3,53. 10* 3,9. 1073 
Fier 2.1077. 5.10% 5.1073 
Mercur 9,58. 107? 1,04.10% 8,9. 108 
Plumb 2,2.107" 4,5. 10* 4,83. 1075 
Wolfram 5,51078 1,810? 4,2. 107 
Constantan 
(Cu 60%, Ni 40% 4,9. 107" 2,04. 10° 3.107924 107% 
Manganină 6.1078 la 12°С 
(Cu 84%, Mn 12% Б 
Ni 4%) 4,4. 107" 2,28. 10* — 4.1073 la 100 °С 


ج ا الا 1 


{ — Continuare tabelul 2,3 
D] ت ت ص‎ 
eE EE UE 3 
Nicbelerom x IEE E - 
(Ni 65%, Cr 120 
Fe 23%) îi 1,1.10-* 
Germaniu 0,45 SV" 2.1071 
Siliciu 6,2. 102 1'8 — 310-220 
Apă de mare 0,3 ‚6.10 p 
Apă distilată 25.105 9 E^ —0,02—0 
Pământ 102— 104 1 a е 
Ulei де transfor- е Ds " 
mator 101 10-11 tezistivitatea dielec- 
Sticlà 1013. 1015 jol La tricilor se micșorează 
Mică 1014— 1015 10-18 {0-4 «| 2 dată cu cresterea 
Polistiren 1017 10-17 e temperaturii (х <0% | 
Portelan 1016 10- | 
5 М 0 16 
Ссаг{ topit 1018 10—18 
Chiblimbar 5.1016 2.10—19% 
Feronichel 
(Fe 74%, Ni 25%, 
C 1%) LÛ 1,2.106 
Grafit 3.1073 3-101 — 5 10—+ >0 


ln încheierea acestui paragraf se demonstrează teorema relazării 
electrice: într-un domeniu în care conductivitatea materialului este 
diferită de zero, nu poate să existe o distribuţie stabilă de sarcini libere. 
Demonstraţie. Se consideră cazul mediilor liniare şi omogene, unde 


ج 


D = eH, є = const. 
J = cH, o = const. 
Din ecuaţia de continuitate 
ODE OB э diy uos 
дї 0t 
51 legea lui Gauss 
div D= e div F = e, 
se obtine 


др оао) 
ap € G 


ideró Я 1 i cină electrică la un mo- 
Considerând că la t = 0, р = po, densitatea de ѕагош 


ment oarecare este 
-i (2.133 а) 


unde 


i are densitatea de sar- 
ой, adică timpul după care ¢ iii соле 
шй d et а "аа a RU d ER t descregte de e or! în таро 
ciná dintr-un pun 
eu valoarea ва inițială, Rela p 
că densitatea de sarcină scade c ADA: 
с 4 0. Definiţia relaxürii electrice 


re arată 
ul când 


i ra 
i consid: ează teorema Ca 


ла (2.15: i nstr геохеша cà 
та gm b Tego exponențială in сал 
fost dată in ОО. 


‹ 
2.4. Magnetostatica (teoria 
curenți constanţi) 


câmpurilor magnetice create de 


€ : ` A v A Р ‚ { Й 
2.4.1. Mişcarea particulelor încărcate în câmpuri electrice și 
magnetice 


2.4.1.1. Mişcarea în câmp magnetie a unei particule încărcate e- 
lectrice, Forţa Lorentz. Veetorul induetie magnetică si reflexia spațială, 
Câmpul electric şi sarcina electrică sunt legate între ele în două moduri : 
ре de o parte, câmpul electric este creat; de sarcina electrică, iar, pe de 
altă parte, acesta acţionează asupra sarcinii, 

Mai există încă un tip de câmp, câmpul magnetic, care, de a semenea, 
este creat de sarcina electrică şi, totodată, acţionează asupra ei. Acestea, 
sunt, de Ѓарб, singurele câmpuri fizice, cunoscute până în prezent, care 
interacționează în acest fel cu sarcina electrică. 

Între câmpurile electrice şi cele magnetice există o deosebire esen- 
ţială : câmpul electric este creat de sarcina electrică, indiferent dacă aceasta 
este în repaus sau în mișcare, în timp cecâmpul magnetic este creat numai 
de sarcina în mişcare. In plus, câmpul electric acționează atât asupra 
sarcinilor în repaus, cât şi asupra celor în mișcare, în timp cecâmpul mag- 
netie acţionează numai asupra sarcinilor în mișcare. 

Dar, mişcarea este întotdeauna relativă; nu există un repaus ab- 
solut sau o mișcare absolută. Dacă o sarcină oarecare este în repaus într-un 
anumit sistem de referinţă, atunci, în raport cu acest sistem, sarcina creează 
numai câmp electric. Dacă ве trece însă la un sistem de referință în raport 
cu care sarcina este în mişcare, atunci sarcina creează atât câmp electric, 
cât şi câmp magnetic. 

La mişcarea unei sarcini într-un câmp magnetic, aceasta suferă din 
partea câmpului acțiunea unei forte. Dacă se trece la referentialul in care 
sarcina este în repaus, această forță dispare, dar sarcina nu devine liberi: 
asupra ei începe să acţioneze un câmp electric care există în referentialul 
propriu. Acest câmp electric depinde de câmpul magnetic initial si de 
viteza relativă a celor două referentiale. 

Din cele expuse mai sus rezultă că există o legătură strânsă între 
câmpurile electric şi magnetic. După cum se va arăta, cele două câmpuri 
formează o unitate — cimpul, electromagnetic — cu cele două componente 
vectoriale : câmpul electric și câmpul magnetic. Prin „convenţie, câmpul 
magnetic este descris de vectorul inducţie magnetică B, care poate її de- 
finit eu ajutorul forţei ce acţionează asupra unei sarcini în miscare. Se 
consideră că într-un domeniu al spaţiului există un câmp magnetic uni- 
form, Dacă într-un astfel de cánp se trimite cu viteza û, după diverse 
direcţii, o particulă de masă m și garcină q, se constată următoarele : 

1) în câmpul magnetic există o direcţie privilegiată după care par- 
ticula nu-si modifică vectorul viteză ? gi deci asupra ei nu acţionează 
vreo forţă din partea câmpului (fig. 2.83); 

2) dacă particula este trimisă în câmp intr-o direcție conținută 
într-un plan perpendicular pe direcţia privilegiată, atunci traiectoria 
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наанаа di ae aaa 


(У 
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Fig. 2.53 


particulei devine circulară (mişcare Larmor), valoarea absolută 
E rie ium Asupra particulei acţionează o forță cor tant 
normală, in fiecare punct, la viteză si irecti ivilegiată, adi 
: TEE UA ; la viteză si la direcţia privilegiată, adică 

forţă centripetă, ; ecţia privilegiată, adică o 
id Ерешева, 8-0 constatat că raza R (Larmor) a traiectoriei cireu- 
are este proporțională cu masa m si cu viteza v, si este invers proporti - 
nalà eu sarcina q j uses e 


1 
unde 5 este un factor de propor(ionalitate. Dacă se menţin constante 


valorile mărimilor m, q $i 01, dar se modifică mărimea câmpului magneti 
raza R a traiectoriei isi schimbă valoarea. Aceasta arată că mărimea B 
caracterizează câmpul magnetic. 

Prin definiţie, inducția magnetică В reprezintă vectorul a cărui va- 
loare este egală cu D, a cărui direcţie coincide cu direcția priv ilegiatà din 
câmp și al cărui sens, prin convenţie, este sensul pozitiv al axei Oy într-un 
sistem. de coordonate rectangular, în care аха Ош ате direcţia şi sensul 
vectorului viteză ?, a unei particule de sarcină pozitivă, iar аха Ө: are 
direcția gi sensul forţei care acţionează asupra particulei în câmp (Bg. 
2.51). Din relaţia (2.154), pentru forpu centripetă se obtine 


0 B P 
f = ا‎ qv, B (3.154 а) 2A 
i R | A 
) ü 
sau, având în vedere caracterul vectorial al | | i 
mărimilor û, f si B, | A 
7 ; 01? n 
7 =а1%Х B. (2.154 b) Él. eH 
Aceasta este forța cu care câmpul magnetite „С 
de inducţie P acţionează авир unei partiouto » ^y 
i Е * * DA 1 
de вагеіпё: д, ce se deplasează cu viteza Û i x Sie 


forță Lorentz, 


câmp ; ea se numeşte 


Dacă particula pătrunde în câmp cu o viteză ?, care face un unghi 
dou В, mişcarea ei poate fi considerată ca rezultanta a două mlgcári : 
una cu viteza сү =v cosh, paralelă cu B si alta cu viteza v, =v sinð, 
perpendiculată pe B. Prima nu este influențată de prezența câmpului 
magnetic, iar a doua devine o mişcare circulară intr-un plan perpendi- 
cular ре B. Traiectoria mişcării rezultante este o linie elicoidală, cu axa 
paralelă cu B (fig. 2.53), particula „înfăşurându-se” (fiind, deci, „capta- 
tă”) în jurul liniilor de câmp ale vectorului B. 

Forţa Lorentz fiind, în orice punct, normală la viteză, nu efectuează, 
un lucru mecanic asupra particulei în mişcare (dW =f- d? = f? dt — 0) 
şi deci nu produce variaţia mărimilor vitezei şi energiei cinetice ale par- 
ticulei încărcate. Aşa se întâmplă în cazul in care câmpul magnetic este 
constant în timp ; însă un câmp magnetic variabil în timp (vezi capitolul 
de electrodinamică) accelerează particulele încărcate. 

Din relaţia (2.154), pentru viteza unghiulară о a mișcării pe traiec- 


# 0% 


toria circulară rezultă („frecvența ciclotronică” sau frecvența Larmor) 


v B да Ee 

On clam € i (2.154 c) 
T m 

sau pentru perioadă 

ә ә 

IAT Anm г. Р 

1 = — = = = T (2.154 а) 
o qB 


Prin urmare, perioada nu depinde nici de viteza particulei şi nici de raza 
cercului descris de particulă în câmpul uniform. Acest fapt este folosit 


în acceleratorul de particule încărcate numit ciclotron, când vc. Cu 
ajutorul lui T, se determină pasul liniei elicoidale, 


h = % Le (2.154 e) 


Din spaţiul cosmic sosesc pe Pământ particule încărcate (electroni, 
protoni ete.) de energie mare, care formează radiația cosmică. ln 
afară de aceasta, pe Pământ mai ajung particule încărcate emise de 
Soare. În apropiere de suprafața Pământului, aceste particule suferă in- 
fluenta câmpului magnetic terestru, moditicându-şi traiectoria (fig. 2.553). 
Unele dintre ele, care se îndreaptă 
către polii magnetici ai Pământului, 
se vor mişca aproape de-a lungul 
liniilor inducției magnetice terestre, 
înfăşurându-se în jurul lor, Deoare- 
се, pe măsura apropierii de suprafața 
Pământului, B creşte, în contormi- 
tate cu relația (2.154), raza liniei e- 
licoidale se va micşora. 

Particulele încărcate care vin 
spre Pământ în apropierea planului 
ecuatorial, sunt orientate aproape 
perpendicular pe liniile inducției 
magnetice, fiind întoarse din drum. 
Numai cele mai rapide dintro ele pot 
atinge suprafata Pământului ^ v). 
Ca urmare, intensitatea radiaţiei cos- 
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Fig. 2.55 b 


mice ce ajunge pe Pământ în apropierea ecuatorului este mai mică decât 
la latitudini mari. Astfel se explică „strălucirea” straturilor superioare 
ale atmosferei, produsă de particulele încărcate, care se observă în special 
în regiunile polare (aurorele polare). 


Câmpul magnetic terestru reprezintă un adevărat „scut” care apără 
oamenii de nocivitatea radiaţiilor cosmice, particulele încărcate fiind, în 
mare parte, ,,captate" de liniile de câmp magnetic. Asa se formează cen- 
turile de radiaţie din jurul Pământului, descoperite în anul 1959 de Van 
Allen, pe baza datelor obţinute cu ajutorul sateliților artificiali. Aceste 
centuri (,,belt”-uri, după termenul englezesc) reprezintă adevărate zone de 
acumulare a particulelor cosmice, datorită câmpului magnetic terestru, 
care constituie ceea ce se numeşte o „capcană magnetică”. Prima centură 
Van Allen se află la înălţimi cuprinse între 500 şi 4000 km, iar à de 
(exterioară, fig. 2.55 b) este răspândită, de la 6000 km la 60 000 ra 2 20- 
rurile cosmice se fae astfel încât să ocolească Кошар д лы parka 

D ds 3 Е atre că ag 
B EB Mr рад ЧЕ ATIS id NES „experimentul 
restru a particulelor încărcate, în anul 2. m HOMO rcu 

» 3 ir imiterea unui numar mare de elect nm 
смеа constat a tran i * bombe nucleare la înălțimi 
câmpul magnetic terestru, prin explozia uno! Don 
"i-i i ciza cá, dacă asupra 

în încheierea acestui paragraf, trebuie tt bill și ol 
unei sarcini q acţionează simultan atât un AE in B 
electric, atunci forța Lorentz rezultantă are өх] 

ә RE 
P2q(E49xD. mos 
deşi câmpurile electric şi cel magnetic 


orială nu este aceeaşi. Pentru à înţelege 


Din această relaţie rezultă, că, lee 
A à 


ctoriale, natura lor vector Bio Ande. ТП veotorie 
ЕАР importantă, amintim definiția produ 


' w gi care este egal intotdeauna eu 
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iii Pi pei (dextrogir — Re big, 2,502) "no s M n E E n 

i 250b DE 5 яб motiv produsul vectorial а do 

і „ Din acest 

fig. 2.561) E. 


Fig. 2.56 


raport cu sistemele drept $i stâng, are aceeaşi direcție, însă sensurile sunt 
opuse. 

Evident, direcţia unor vectori cum sunt raza vectoare, viteza, ac- 
celeratia, forța, intensitatea câmpului electric (Е) nu depinde de alegerea 
unui sistem R sau Г. Aceasta înseamnă cá, efectuând o reflexie spațială 
prin care se schimbă sensurile celor trei axe de coordonate, proiecţiile 
vectorilor precizati (7, Û, а, F, Е) pe noile axe își schimbă sensul. Astfel 
de vectori se numesc vectori polari. 

Dar reflexia spaţială reprezintă totodată o trecere de la un sistem 
R la unul L, prin care proiecţiile pe axele de coordonate ale produsului 
vectorial al vectorilor obişnuiţi (polari) nu-şi schimbă semnul. De aici 
rezultă cá dacă inducția magnetică В ar avea aceeaşi natură vectorială 
ca şi intensitatea câmpului electric Е, adică dacă vectorul B ar fi polar, 
atunci orientarea, celor doi termeni ai forţei № (relaţia (2.155)), forta elec- 
trică qE si forţa magnetică q(9 х В) s-ar schimba la trecerea de la un 
sistem R la altul S, ceea ce este absurd. Prin urmare, vectorul P nu poate 
fi polar. Cu alte cuvinte, la reflexia spațială, proiecţiile vectorului В, spre 
deosebire de cele ale vectorului Z, nu trebuie să se schimbe. Din acest motiv. 
E este un pseudovector, numit si vector axial. 


2.4.1.2. Mişcarea particulei încărcate în câmpurile eleetrie si magne- 
tie inerueisate. Deriva (driitul) electrică. Fie câmpurile omogene E—const. 
$i B = const., in care se deplasează o particulă de sarcină q, masă m si 
viteză ?. Ecuația de mişcare 


mat B o x B) 
dt 


se descompune în două ecuații pentru vy şi, respectiv, pentru v, (în ra 
port eu В), Deoarece 9x B L B, se poate serie 


m AU Ji» 
at 
p 5 
теа = dI, | qË x B). 
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{ un Bg 0 
si deci 
d * i) T - à . 
m n 9) au Ha Ls 0) BI 
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dt 


NE NC UA AS RU там х 
Se observă că este convenabil să se aleagă Û, astfel încât 


de unde 


= => E lb. MEM Or 
бв= — (М, x B)e-(x.B) 


şi ecuaţia pentru, determinarea necunoscutei "®' devine simplă 

гуў) 

m uS =з@(%' Xx iB). 

dt 
Deoarece. ö7 FB, rămâne de studiat doàr mişcarea într-un plan perpen- 
dicular pe D, care constă dintr-o mişcare, rectilinie şi uniformă cu viteza 
Üy ȘI-O mişcare curbilinie (Larmor) cu frecvența wc: Superpozitia acestor 
miscări conduce la o traiectorie numită trohoidă (fig. 2.57). 
„> Viteza ðs se numeşte viteză de derivă (drift) electrică. Se observă că 
û, este independentă de sarcina şi masa particulei. Rezultatul acestei 
observaţii este, că mișcarea, de drift electric nu conduce 1% о separare de 
sarcini, adică la, apariţia unui curent electric, când un ansamblu de par- 
ticule este introdus in câmpurile încrucișate. în schimb, apare un tlux de 
particule încărcate (pozitiv și negativ), perpendicular pe planul definit 
de E si B. Pe acest fenomen se bazoază realizarea propulsiei Ou particule 
incăreate (plasmă) gi; extragerea unui jet de particule încărcate dintr-un 
generator de astfel de particule. 


Y < Ye 
b i 


Fig. 257 
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Sac torta car S z j A | 
2.4.2. Forţa care acţionează intr-un câmp magnetic asupra 
unui conductor parcurs de curent 


Într-un câmp magnetic uniform, de inducție B, se consideră un 
element de lungime dl, dintr-un conductor metalic, parcurs de un curent 
I (fig. 2.58). Deoarece asupra fiecărui electron liber, ce formează curentul 
de conduetie din metal, acţionează o forţă Lorentz din partea câmpului 


magnetic şi electronii nu pot părăsi rețeaua cristalină a metalului, rezultă 


că elementul de conductor va fi supus unei forte. Dacă 5 este aria sec- 
tiunii transversale a conductorului și n este nu mărul electronilor din uni- 
tatea de volum a conductorului, forţa ce acţionează asupra elementului 
dl este 

dF = NfS dl, 
unde 

f = evB sinb 
si deci 

dF — News dl В вім. 


Deoarece I = jS = NevS, rezultă dF = І dl B sin0,-adicá 
aF —Idl x B. (2.156) 


Pentru un conductor rectiliniu, de lungime finită 1, această relaţie devine 


— 


Е Іх В, (9.157) 


unde vectorul | este ales în direcţia și sensul densităţii de curent ў. Forţa 
F dată de relaţia (2.157) reprezintă deci forţa ce acţionează asupra 
unui conductor de lungime l, parcurs de curentul I în câmpul magnetic 
uniform B şi se numește forță Laplace sau forță electromagnetică. Cànd 
conductorul considerat nu este rectiliniu, prin generalizare relația 
(2,157), devine 


PI \ (а? x B). (2.158) 
(С) 


în plus, dacă se (ine seamă de distri- 
buţia spațială a curenților, caracterizată 
de vectorul densitate de curent j, având 
in vedere cá Idi jSdl— Ў dV, forta La- 
place ве scrie astfel: 


F= TE B) dv. (2.158 а) 


Г 
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2.43. Forfa electrodinamică și vectorul 


intensitate a câmpului magnetic 1 ? 7 1, 


Experienţa arată că între conduetorii parcurgi 
de curenți electrici apar forțe de interacțiune, nu- ыбы... 
mite forțe electrodinamice. Considerând doi conductori 
rectilinii, practic de infinit lungi gi paraleli între ei 
(fig. 2.59), prin care circulă curenţii Т, si, respectiv, 


I, Torta care acţionează asupra unei porțiuni de Fig, 2.59 
lungime 1 a unuia dintre cei doi conductori este dată de relatia 
plu 1,1,1 
TEA Ш (2.159 a 
oem . 29 а) 


unde r este distanța dintre conductori, lar р este un factor ce depinde de 
natura mediului in care se află conductorii. Când curenţii din cei doi con- 
ductori au aceleași sens, forta electrodinamică este o forță de atracție, 
iar când curenţii au sensuri contrare este o forță de respingere. | 
Faptul că un conductor parcurs de un curent electric este supus 
acțiunii unei forte când ве află în apropierea unui alt conductor, de ase- 
menea parcurs de curent, sugerează, ideea că, la trecerea unui curent 
printr-un conductor, în spaţiul din jurul conductorului apare un câmp 
magnetic. Prin urmare, sarcinile electrice în mişcare creează câmp magnetic. 
Deoarece forţa electrodinamică (2.159 a) depinde; de natura mediului 
in care se află cei doi conductori, rezultă cá şi mărimea inducției magnetice 
trebuie să depindă de natura mediului. După cum in relația D = єЁ, 
se scoate în evidenţă, prin e, dependența de natura mediului a fenome- 
nelor de polarizare electrică, şi în cazul câmpului magnetic se scrie о re- 
latie analogă, 
B = uH, (2.159 b) 


introducând vectorul ZZ, numit intensitate а câmpului magnetic (sau vee- 
tor camp magnetic) si mărimea ш, numită permeabilitate (magnetică ab- 
solută) a mediului, ce caracterizează proprietăţile magnetice ale acestuia. 
În vid, relația (2,159 b) se serie 


B = wH, (3.160 a) 
unde 
. henry (N 3.160 b) 
= 4 aod (3) (3. 
wi r metru VA? 


* ‘actA Ari M i \ SÌ y- 
este permeabilitatea vidului. în practică, se foloseşte mărimea adimensi 
nalá 

u (2.160 c) 
jet T 


Ho 

Aj "X velativă a mediului respectiv: à 
numită permeabilitate magnetică relativă а к Ma pentru intensitatea 
Ре baza Дей! (2.129 2 ul ГА) d fiind curentul constant care, 
9 і ctrie — amperul (A/ — ылри de lungi şi de sec- 
шии дан а а reetilinii, panpiell, infinitoa ae E: M 

tiune РТН situaţi în vid la distanța de 1 

i 
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produee intre aceşti curenţi o Гой de inteorncliune de 2 * 40 ^N pe flecare 


motru de lungime. 

Tot Roum se poste defini unitatean BI de sarcini clactrică cou 
lombul (C) — ca fiind sarcina electrică ce (trece. intr-o secundă, printr-o 
Seetiune transversală à unui eonduotor prin cure trece curentul constant 
de 1 A, Din acest. motiv, uneori, coulombul ne mai numegte amper-&e 
cundă (As), 


2.4.4. Câmpul magnetic creat de un conductor parcur: 
de curent electric, Legea Biot-Savart-Laplace 


În anul 1820, Oersted à constatat experimental că liniile de induetie 
magnetică produse de un conductor reetiliniu, lung, străbătut de curentul 
1, sunt cercuri concentrice, centrate pe conductor într-un plan perpendi 
cularpe acesta (fig. 2.00). Biot si Savart au găsit că, într-un punet 
situat la distanţa » de conductor, intensitatea şi, respectiv, inducția 
câmpului magnetic au expresiile 


ip sal os: eas u e (2.160 d) 


L 
Arr Arr 

În cazul unor conductori liniari, de formă oarecare gi de secțiune 
neglijabilă, câmpul magnetie depinde nu numai de intensitatea curentului 
Г. ci şi de forma conturului prin care curge curentul. Laplace a generali- 
zat relaţiile (2.160) si a arătat că un câmp magnetic creat de un element de 
curent di la distanţa ^ de el este invers proportional cu pătratul distanţei 
si direct proporțional cu mărimea elementului de curent (I а) si sinusul 
unghiului a dintre vectorii Id! şi ? (fig. 2.61 a), 
I disina I dl sina 
ан دا‎ н бүр! ی‎ ce (2.161) 
TIS 4л T? 
sau, vectorial, 

AH = Жат dB Ы dlx?’ 
E drca mu? {туу f? 

Aceste relaţii exprimă legea Biot-Savart-Laplace. ln conformitate cu 
prineipiul superpoziţiei, câmpul rezultant într-un punct Р (fig. 2.61 a), 


(2.161 а) 


Fig. 2.60 Fig. 2.61 а 
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dat de un conduetor de lungime 


l prin care trece un curent I este 


H ds V Ax? 
AT r3 ж (9 161 b) 
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Când conductorul nu este liniar sí curentul este distribuit intr-ur 

volum V, deoarece Id! JS dl = j dV, se poat« сне iam ro 
о «5 { |^ BETIE 


H Bod di 7 ) y XT : 
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› * ГЕ meti , Н 
A Pentru câmpul magnetic ereal de o sarcină în mişcare, deoarece 
) pé — net, din relaţiile (2.161 е) rezultă | 
к; 1 7х7 „AV EXP că 
po UT р а edy OXF й бхт 
Ат 7? Атр ph Ag ^r? 


gi deci câmpul magnetic creat de o sarcină д, ce se deplasează cu viteza 
$, într-un punct a cărui poziţie în raport cu sarcina este determinată de 
raza vectoure ?, are expresia 


" OT ug UT 
1 ЗГ III ر‎ = ——— E 
4л 72 Алс Te 


Acest rezultat trebuie completat cu următoarea precizare. О рег- 
turbatie electromagnetică (adică o variaţie oarecare а câmpurilor elec- 
trie şi magnetic, cum apare, de exemplu, în cazul mişcării unei sarcini 
electrice) se propagă în vid cu viteza finită c = 3:108 m/s. Din acest 
motiv, câmpul într-un punet dat al spaţiului va corespunde stării (adică 
poziţiei si vitezei) sarcinii cu т = le secunde mai devreme (r este distanța 
de la punctul unde se afla mai devreme cu т secunde sarcina, până їп 
punctul în care ке determină Я sau B). Prin urmare, are loe o întârziere 
a valorii câmpului, cu atât mai mare, cu cât este mai îndepărta 1 
considerat din câmp, de sarcina care creează acest câmp. Relaţiile de mai 
sus dau un rezultat corect numai în cazul in care deplasarea ет 3 sarcinii 
în timpul т poate fi neglijată în raport cu distanţa т, adică 0т<7, кап, 
ceea ce este echivalent, tc. 

Pentru câmpul creat de un curent rectiliniu şi 
infinit, caleulat ew ajutorul formulei Biot- Savart- La- 
place (fig. 2.61 b), toti d B, intr-un punet dut Р, au 
aceensi direcţie gi sens gi deci compunerea veeto- 
rilor dÉ se reduce In o integrare simplă. Bunt evi- 


dente relaţiile 


ărtat punctul 


b r da b da : 
ps اس‎ dle 6m э i 
Fin a sina sin ¢ dl 
И Д ае ртт 8; 
ав v ES sina da, = к уш: 281 ob 
Чү п 


ro 


c 


b 
Fig. 2,62 


Pentru cámpul creat de un curent circular, mai intái se determiná 
inducția magnetică in centrul spirei circulare (fig. 2.62 a). Fiecare element 
de curent creează in centru o inducţie dirijată după normala pozitivă 
(obţinută după regula burghiului drept, în raport cu sensul curentului Т 
prin spiră) la contur si deci 


Б ав = 
Ax R2 


Д di = TE 2v E — и 1 
4r R? из В, 


Pentru a determina В ре axa curentului circular, la distanţa т de 
planul spirei (fig. 2.62 b) se observă cá toti dB sunt perpendiculari pe 
planele се trec prin dT şi 7 corespunzători. Prin urmare, toti dB formează 
un fel de „evantai” conic, simetric (fig. 2.62 c). Din considerente de simetrie 
se poate presupune că B rezultant este de-a lungul axei curentului. circu- 
lar. Fiecare dB. contribuie la [doar cu аву, 

Бош Мари 
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2.45. Momentul magnetic dipolar . 


După cum pentru cercetarea câmpului electric 8e,foloseste.o sarcină 
electrică de probă, pentru cercetarea câmpului magnetic se: foloseşte un 
curent de probă (dipol magnetic) care ejreulá într-un, contur plan, închis, 
de dimensiuni foarte mici. Orientarea conturului in spaţiu este deter- 
minată de normala pozitivă (у, fig. 2.63 a). Introducând conturul de probă 
într-un câmp magnetic, ве observă o orientare a conturului cu normala 7i 
paralelă eu В. Când conturul, este Totit, astfel încât `+ (ñ, В) = « # 0, 
apare un moment de rotație M, а cărui valoare maximă Maa este când 

ш . 
"7 977 ; 
s-a, observat că M Igi М ~ Ж, unde S este suprafaţa conturului, dar 


x 


М depinde de B зі de proprietăţile conturului. Experimental 
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Fig. 2.63 


M nu depinde de forma conturului. Prin urmare, acţiunea câmpului mag- 
netic asupra conturului plan prin care circulă curentul I este determi- 
nată de mărimea 
Pa = IS, Deam, (2.162) 
care se numeşte moment magnetic al conturului. 
Din relaţia (2.1614), pentru distante æ mari de spira circulară 
(т > К), rezultă 


o TL хк, (2.163) 


adică o relație analoagă formulei pentru intensitatea câmpului electric pe 

axa unui dipol. Considerând că B, pe axa curentului circular, gi Pm Sunt 
dirijati după normala pozitivă la contur (fig. 2.63b, с), se poate scrie 
iu 25s. a 

GB د‎ (2.163 a) 


4x i 


câmp magnetic de inducţie B şi un 
latii analoge celor găsite in electro- 
Amp electric gi un dipol electric. 
2.4, de unde ве obeervă că ana- 
magnetostatice permite tratarea 
mase magnetice (monopoli). 


° Pentru interacţiunea, dintre un 
contur de moment, p» se pot deduce re 
statică pentru interacţiunea dintre un с 
Aceste relaţii sunt sintetizate in tabelul 
logia fenomenelor electrostatice cu cele 
magnetostaticii cu ajutorul noţiunii de 
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Mărimea fizică 


Momentul cuplului de forte 
în câmp exterior 


Energia intr-un câmp 
exterior 


Câmpul la distanță mare in 
lungul axei dipolului 


Câmpul la distanţă mare 
normal pe uxa dipolului 


Câmpul la distanţă mare 
intr-un punct oarecare, de 
rază vectoare. x in raport eu 
centrul dipolului 


Forţa într-un câmp exterior 
neomogenu i 


Dipolul 


clectrie 
magnetice 
| 
| electric | 
| 


mhgmetie 


electric 


magnetic 


| electric 


magnet ic | 


electric 


magnetic 


“electric 


پا 


| 


magnetice | 


Терен 


teva са 


а ойі 


M = рх 
М = рих В 
wW p- 
W ре, Jf 
1 p 
E | 
Әлеу a" 
В Ho Pm 
2r i 
1 р 
E s 
Are, ux? 
n Ho Pm 
im 25 
Š \ р \ р 
3 соз (1. 
ire, xi 1 p 
< Ho р T ^ 
В шы E cos 0 = J 
im i) x 


Fow(piy) 


—Ó—— 9] ру ра 


Ii = (рь, YB 


2.4.6. Legea circuitului magnetic 


Prin analogie. cu relația сото defineste tensiunea eleotromotoare, se 
оабе introduce noţiunea de tensiune magnetomotoare (Sau tensiune mag- 
metică) ca fiind circulatia vectorului câmp magnetic de-a lungul unei curbe 


închise 
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Ue = f Hat 


G 


Se consideră, intr-un mediu omo 


sen (a constant), un contur C plan, ү A PT 
de o formă oarecare, ee înconjoară un wb و‎ o H Ҹә 
conductor reetiliniu, infinit, parcurs de Ку 4 d D S v 
curentul 7 (fig. 264). Liniile câmpului x \ seg ^ ig 
magnetic Sunt cercuri concentrice în ў үр M jS 
planul desenului. Dacă se alege, in н W i Ач 
mod convenţional, sensul де parcurgere ! t \ I Ж 
a curbei € în sensul acelor de ceas, adi- „2 с>» 
că acelaşi sens cu al liniilor de câmp P C 
magnetic, din figurs 2.64 se observă cà v + dT 

: чы 4 


H -al = Н dl cost = Н dl, — Hr de, 


Fig. 2.64 
unde s-a ţinut seama de faptul că d? este o mărime infinitezimală. Dar H 
este dat de relaţia (2.160 d) si eireulatia vectorului H pe conturul € este 


Ф Н - dl = i Hr de = 


с с © 


ф do = 4 (2.165) 


ә 
sau, pentru vectorul inducţie magnetică B, când и == const. 


Și di = ul. (2.165 a) 


с 


Relaţia (2.165) exprimă, sub formă integrală, legea circuitului mag- 
netic (legea lui Ampère): circulația vectorului inducție magnetică de-a 
lungul unei curbe închise din jurul unui conductor parcurs de curent este 
proporţională cu intensitatea curentului respectiv. 

Când curba С înconjoară mai multi conductori prin care trec, rea- 
pectiv, curenţii I, Ie, ..., Ia, atunci circulaţia lui Я este egală cu suma 
algebrică a curenților, 


ȘI ăi = Y (а=. (2.165 b) 
A Къ 1 | 
Mărimea Ө — y (+ Ia) se numeşte solenajie şi se măsoară in amperi, 
Se озы dins că relaţiile (2.165) ві (2.1653) rămân valabile gi în 


cazul în care conturul € nu este plan, iar curenţii electrici au o formă 
oarecare. 

Câmpul magnetic cre 
(nu depinde de timp) şi di 
static. Р ТД 

Spre deosebire de circulaţia vectorului câmp electrostatic, s P 
este пш, circulația li J ma se anulează decât în camu B eare conte о 

К M i eur D * H 3 A 
nu cuprinde conductori parcurși de 
curentul I sub forma 
eges 


Se 


at de curenţi stationari (І — const.) este statie 
n acest motiv se mai numeşte câmp magneto- 


atunei din (2.165) se obţine 


j A dath Wi AS, 


e S 


Ba Aplicând teorema lui Stokes primului termen al acestei relaţii, re- 
zultă 
f GUS \\ rot H- dS = \\ j-a$; (2.166) 


Se S c 


J 


unde S, este o suprafaţă care se sprijină pe conturul C. Din (2.166) se 
obține 


rot A. =VxH =} (2.167) 


sau, pentru vectorul B, rot В = uj (când | = const.). Relaţia (2.167) 
exprimă forma diferențială a legii lui Ampère şi scoate în evidenţă carac- 
terul rotational al câmpului magnetic : densitatea de curent electric — deci 
deplasarea sarcinilor electrice — creează, „vârtejuri” de câmp magnetic, 
adică linii de câmp închise, având rotorul lui Я —sau 2 — diferit de zero. 

Legea lui Ampère asupra circulaţiei vectorului H are în studiul 
câmpului magnetic aceeaşi importanţă pe care o are legea lui Gauss în 
electrostatică. În particular, aşa cum legea lui Gauss permite calculul 
câmpului Ё în cazul unor distribuții de sarcini, tot aşa, legea lui Ampere 
permite determinarea intensității câmpului magnetic creat de curenţi, 
fără a folosi legea Biot-Savart- Laplace (2.161), ceea cé simplifică mult 
caleulele. 


947. Fluxul inducției magnetice. Problema  monopolilor 


magnetici 


Problema monopolilor magnetici 
Dacă într-un câmp magnetie se trasează curbele care au ca tan- 
gentá, in fiecare punct, vectorul inducţie magnetică B, se obţin liniile 
de inducție mgneticá. Spre deosebire de liniile de inducţie ale câmpului 
electrostatic, care pornesc şi se termină pe sarcini şi deci sunt linii deschise 
(div. D = р), liniile de inducţie magnetică produse de curenţi sunt curbe 
închise, adică nu, există puncte. din care aceste linii să poată. diverge şi 
ca urmare 2s | 
div В = 0. рур (2.168) 
Această relație este adevărată întotdeauna, chiar şi pentru câmpuri 
magnetice dinamice (nu numai in magnetostaticá). — RT 
' Ca si in cazul câmpului electric, se poate defini o mărime numiti 
lua al inducției magnetice | flus magnetic), notată eu Ф. Pe baza unui ra- 
fionament analog celui expus la electrostatică, pentru fluxul magnetic Ф 


printr-o suprafaţă S se obţine relaţia 
о - 9 8= 8 (2.169) 


5 
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În conformitate cu teorema Green-Ostrogradski şi având in vedere relatia 
(2.168), rezultă că fluxul magnetic printr-o suprafaţă închisă S este nul: 


Ф = (p2. as av zar = 0. (2.170) 
2) 
5 


y 


Această formulă reprezintă teorema lui Gauss pentru vectorul B. 
Dacă se seriu sub forma unui tabel ecuaţiile electrostaticii si magne- 
tostaticii, 


div D= p, 

electrostatică, (2.171a) 
rot E = 0, 
div B — 0, 

magnetostatică (2.171b) 
Iob H = 7, 


se observă că E (câmpul electric) apare numai în primele două ecuaţii, iar 
câmpul magnetic H numai în ultimele două. Cele două câmpuri nu sunt 
interconectate. Aceasta înseamnă că electricitatea şi magnetismul sunt 
fenomene distincte când sarcinile si curenţii sunt statici. Interdependenta 
dintre Е şi H apare când există variaţii în timp ale sarcinilor şi curenților, 
de exemplu, în timpul descărcării unui condensator sau al deplasării unui 
magnet. 

Trebuie însă remarcat că este greu să se considere o situaţie magnetică 
statică, deoarece sunt necesari curenţi pentru a obţine câmp magnetic si 
curenţii: reprezintă. sarcini în mişcare. Prin urmare, magnetostatica este 
numai 0. aproximaţie şi ea ar trebui denumită mai corect „studiul curen- 
tilor staţionari” (j = constant în timp). 

Relaţia div D= р exprimă faptul că sursa câmpului electric o con- 
stituie sarcinile electrice, în timp ce relația ату Б = 0 arată cá nu există 
sarcini magnetice:de la care să pornească sau pe саге să se termine linii de 
câmp magnetic, câmpul magnetic fiind creat doar sub formă de vârtejuri, 
de curenţi electrici. : 

Totuși, în anul 1931, fizicianul englez Dirac, analizând simetria 
ecuaţiilor (2.171 а) si (2.171 b) în raport cu mărimile E și H, a emis ipo- 
teza că în natură ar trebui să existe sarcini magnetice libere (monopoli 
magnetici, sau monopoli Dirac) de două tipuri (nord și sud), de forma 
unor mici magneti cu un Singur pol (unipoli magnetici), intoemal MON 
există sarcini electrice pozitive si negative. Acești monopoli аг putea тө 
în constituţia particulelor elementare, alături de sarcinile bM & sm 
tectarea lor ar fi utilă în înţelegerea unor probleme deett e A 
materiei. Teoria. prevede pentru sarcina magnetică elementară o valoare de 
137 de ori mai mate decât valoarea sarcinii electrice elementare, iar masa 

1 1 ie Б 1 1 aci sau chiar de sute de ori mai 
unipolului magnetic se estimează a îi de zeci вап ad CIE Ot 
mare decât cea a protonului. Aceste proprietăți ае Mp ыт SEEN 
ar permite reproiectarea tuturor maşinilor арау a Mapei E ON 
variante avantajoase : fie prin reducerea de ir de ori a puterii.lor, pás- 
dimensionale, fie prin.sporirea de același numm 
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trànd gabatitul lor actual. Un lucru éste insă clar: in laboratorul terestru, 
sau chiar în porțiunea de univers accesibilă observaţiilor astronomice, 
monopolii, dacă existi, sunt foarte rari, deparece în сал contrar ar trebui 
să apară o deformare importantă a câmpurilor magnetice astrofizice (ale 
aştrilor), fapt care nu a fost constatat: Dacă ar exista monopoli magnetici 
în cantitate mare, aceştia ar neutraliza câmpurile magnetice care există 
permanent in univers, intocmai cum prezenţa generală a sarcinilor elec- 
trice în spațiul cosmic anihilează câmpurile electrice. Prin urmare, uni- 
versul nostru este un uhivers cu multe sarcini electrice si cu foarte puţine 
sarcini magnetice. 

Fizicianul american Parker postulează că este posibil să existe in 
univers regiuni in care monopolii magnetici să fie preponderenti şi unde 
sarcinile electrice să fie foarte rare. Intr-o astfel de regiune, fiecare efect 
electric din lumea noastră şi-ar avea efectul său magnetic corespunzător. 


2.4.8. Proprietățile magnetice ale substanţelor 


2.4.8.1. Magnetizarea substanțelor. Veetorul magnetizare Şi vee- 
torul polarizare magnetică. Susceptivitatea magnetică. Dacă un conduc- 
tor prin care circulă curent electric este situat mai întâi în vid şi apoi 
într-un mediu oarecare, se observă cá in cele două situaţii câmpurile mag- 
песе din jurul conductorului nu sunt identice. Acest lucru se explică 
prin faptul că orice substanţă are proprietăţi magnetice, adică se magneti- 
zează (se polarizează magnetic) sub acţiunea unui câmp magnetic. Sub- 
stantele care se magnetizeazá puternic (cum este fierul, de exemplu) se 
numese substanțe magnetice. 

Se poate stabili un paralelism între magnetizarea substanțelor si 
contribuţia lor la câmpul magnetic, pe de o parte şi polarizarea dielectri- 
cilor şi contribuţia lor la câmpul electric, pe de altă parte. Dar, totodată, 
trebuie subliniată. diferenţa esenţială, determinată de absenţa sarcinilor 
magnetice libere. In loc de a exprima acţiunea magnetică a unui corp 
polarizat magnetic cu ajutorul unei distribuții de sarcini magnetice, se 
foloseşte reprezentarea dată de: Ampère, pe baza echivalentei dintre 
curenţii închişi, elementari şi dipolii magnetici, care consideră magnetismul 
са pe un fenomen. produs de sarcinile electrice în mişcare. 

Pentru а explica magnetizarea corpurilor, se consideră că în atomii 
si moleculele substanţelor există curenţi circulari, elementari, numiți 
uneori curenți amperieni (šau curenţi moloculari), Fiecare dintre aceşti 
curenţi posedă un moment magnetic si creează in jur un câmp magnetic. 
În absența unui câmp magnetic exterior, curenţii amperieni sunt orien- 
tati haotice şi, ca rezultat, substanţa, în ansamblul ei, nu generează câmp 
magnetic; momentul magnetic rezultant este zero. Când substanţa este 
introdusă într-un câmp magnetice exterior Во, momentele magnetice ale 
moleculelor se orientează ві, ca urmare, substanța capătă un moment 
magnetic şi creează un câmp magnetic В, cure se suprapune pestecàmpul 


B, Câmpul rezultant este 
В = В+ B. (2.172) 


Câmpul efeotiv, adevărat (microscopie, local) în substanța magnetizată 
sə schimbă malt in limitele distanțelor intermoleculare. Prin B se înţelege 
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inducția magnetică mediată (pe volum), 
valorii mieroseopiee ù inducției magnetice din ititeriorul 

Magnetizaren substanţelor este eatacterizatà prin vectorul Magne- 
tizare M, nuniit şi intensitate de magnetizare, a cătui mărime reprezintă 
momentul magnetic ei unității de volum 


macroscopică, corespunzătoare 
substanței. 


М = lim 20"... 00 (2.113) 
vao AY — dY v 


sau prin vectorul polamsare magneticá 
] ] 0 


J i8 uo M, ( 

care este analogul în magnetism al polarizárii electrice P. 
Legătura dintre В, H si M poate fi studiată pe baza unor rationa- 
mente cu totul analoage celor folosite în electrostatică, la deducerea relației 
dintre D, E si P, cu deosebirea că în locul dipolilor electrici si а teoremei 
lui Gauss, în magnetism se folosesc dipolii magnetici ai curenților amperieni 


şi, respectiv, teorema circuitului magnetic. Rezultatul unui astfel de studiu 
este reprezentat prin relaţiile 


B= to + = vol + poll = pH uH. (2174) 
Pentru câmpuri magnetice nu prea, intense, se poate scrie 


Jg = wx M = ХП, (2.175) 


unde mărimea adimensionalá X se numeşte susceptivitate magnetică si ca- 


raeterizeazá substanţele din punct de vedere magnetic. Din relațiile 
(2.114) şi (2.175) se obţine 


ш 1K. 3.116) 


2.4.8.2. Clasificarea substanţelor din punct de vedere magnetie. Spre 
deosebire de susceptivitatea electrică, susceptivitatea magnetică poate fi 
atât pozitivă, cât şi negativă. În funcţie de semnul, valoarea şi caracterul 
tensorial al &usceptivitütii, substanţele pot fi clasificate, din punet de 
vedere magnetic, in felul următor: 


1) Materiale magnetice liniare 

A. Materiale magnetice liniare gi inotrope, În cazul acestor materiale 
7 este un scalar ce nu depinde de câmpul magnetic aplicat şi dependența 
lui M de JI este liniară (relaţiile (2.175)). 

B. Materiale magnetice liniare și anizotrope. În aceat caz, dependenţa 
lui J de H rămâne liniară, dar susceptivitatea magnetică este un tensor 
şi relația (2.175) se serie astfel : 


ial, (9.173 а) 


unde X este tensorul (simetrio, de ordinul doi, tridimensional) suscepti- 


vităţii netice, Anizotrope &unt materialele magnetice eristaline. 


ice lini impart 
lui X materialele magnetice liniare ве img 
їл „Aa aport ош аниц. gl materiale paramagnetice, 
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ed iex Materialele diamagnetice ou susceptivitatea magnetică foarte mică, 

ga ту ŞI prat tie independentă de temperatură, Introduse in câmp mag- 
ен» diamagnetice sunt dirijate câtre zonele cu câmp mai 
slab, deoarece ele se magnetizeazá in sens contrar câmpului (J este de 
sens contrar lui Н). Exemple de substanţe diamagnetice sunt : bismutul 
(x = — 1,66 ۰ 10-4), mercurul, apa, hidrogenul molecular, heliul si cele- 


lalte gaze inerte, argintul, aurul, cuprul, plumbul, cuarțul, diamantul, 
multi compuși organici (C,H,) ctc. 

. b. Materialele paramagnetice au susceptivitatea magnetică relati: 
micà, pozitivă și invers proporţională cu temperatura la Т mare (legea 
lut Curie). Introduse in câmp magnetic, aceste substanţe ве magnetizeaza 
în sensul câmpului si sunt atrase în regiunile cu câmp magnetic mai intens. 


Exemple de materiale paramagnetice sunt : unele metale Al (X = 2,3 · 
Cr, Mn, K, Na, Sn etc.), gazele diatomice (O,, NO etc.), oxigenul lichi 
clorura ferică, ferofluidele ete. Orice substanță paramozneticá se 7 


festă şi diamagnetic, acest din urmă efect fiind mult mai mic decât primul. 


2) Materiale magnetice neliniare 


Cele mai multe materiale magnetice sunt neliniare, în sensul că sus- 
ceptivitatea lor depinde de intensitatea câmpului magnetic aplicat Н si, 
ca urmare, relaţiile (2.175) şi (2.175a) nu mai sunt liniare în H. 

În raport cu mărimea lui y, substanţele magnetice neliniare se c 
sifică in : materiale feromagnetice, materiale antiferomagnetice si ferite 

a. Materialele feromagnetice au susceptivitatea magnetică pozitivă 
foarte mare şi prezintă fenomenul de histerezis magnetic analog fenor 
nului de histerezis electric, studiat în electrostatică. Din punct de ved 
fenomenologice, feromagnetismul se explică prin considerarea pree 
tentei unor regiuni magnetizate spontan in masa materialului feroms 
netic, așa-numitele domenii Weiss, care sunt orientate sub efectul câmpului 
magntie. Susceptivitatea magnetică este o funcţie de temperatură, 


const 2 
jo IM 0880. - gu. mo (2111) 
T-—T, 


unde-T, este temperatura Curie, adică o temperatură deasupra căreia 
substanfa devine paramagneticá. 

Principalele materiale feromagnetice sunt: fierul (у = 25 000), 
cobaltul, nichelul, gadoliniul, unele aliaje ale acestora, compuşi ai lor, 
aliajul Heussler (61,5% Cu, 23,5% Mn ві 15% Al). Toate aceste substanțe 
sunt solide, cristaline. Nu există fluide feromagnetice. 

b. Materialele antiferomagnelice se comportă ca nişte substanțe 
par tice deasupra unui temperaturi Ту, numită temperatură Néel. 
Sub această temperatură, substanța devine efectiv antiferomagnetici, 
у scade foarte mult şi momentele, magnetice elementare se orientează 
antiparalel, Exemple de substanţe antiferomagnetice sunt: Er, NiO, 
CuCl, FeS, ру ete. 

e. Materialele ferimagnelice (feritele) reprezintă substanţe antitero- 
magnetice speciale, in care numai o parte dintre momentele magnetice ele- 
mentare ве orientează în sens contrar câmpului și, din acest motiv, ferit ele 
au o susceptivitate magnetică apropiată de cea a substanțelor feromag- 
netice: Prezintă însă avantajul cá au o conductibilitate electrică redusă 
(са semiconductorii), care le micşorează mult pierderile prin curenţi tur- 
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bionari chiar la frecvențe mari. Exemple de ferite sunt 1 sterálatd ette 
tizate din oxizi de fier si mangan (MnO . Fe,O,) sat alte "eal. qo 
| 2.4.8.3, Refrae(ia liniilor inducției magnetice, So сони last 
fața de separație a două substanțe omogene si ieotropa. ۹ u diferit 
(fig. 2.65 a), o suprafaţă cilindrică (gaussian), de indltime P232 
baze Su Sa situate de o parte si de alta a suprafeţei de separație Dacă 6 
serie pentru acest cilindru relaţia (2.170), se obţine AE 


o В.„8, + Bana = (— Bin + Ban) = 0, (2.178) 
unde s-a avut în vedere ей h — 0, Prin urmare, 
Pin - Bon 
sau, pentru componentele corespunzătoare ale vectorului Л, 


% pe supra- 


(2.1752) 


Hi __ Ho (2.1 

TI ш ишш” €) T h 

zm T (2.1480) 
Mai departe, se consideră pe suprafaţa de separație a substanţelor un 
contur dreptunghiular C (fig. 2.65 а) de laturi а 0 si b. Circulaţia vec- 
torului câmp magnetic de-a lungul acestui contur este nulă 


$ T. aT —(— Hu ¥ Eo =0, (2.179) 
c 
deoarece conturul nu cuprinde curenți macroscopici. De aici rezultă cá 
Hi = Н» (2.179 a) 
sau, pentru componentele corespunzătoare ale inducției B, 
В en oa (2.119 b) 
Bx Ha 


În concluzie, la trecerea prin suprafața de separație a două medii, 
componenta normală a vectorului B şi componenta tangenţială a vectorului 
H variază continuu. Componenta tangentialá a vectorului B şi. compo- 
nenta normali a vectorului FI, la trecerea prin suprafața de separație, 

Д E > e > 
prezintă discontinuități (salturi). Prin urmare; vectorul B se comportă 
analog vectorului D, iar vectorul H, analog vectorului E. să Di 

În figura 2.65b este indicat modul în care liniile vectorului B да re- 

frets la suprafața de separație a două substanțe. Notând unghiurile 
Big 


Fig. 2.05 
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dintre liniile lui В si normala la suprafată, respectiv cu a, si an ce poate 
serio ; 2 


tg 94 Bis. Bau 
(cd i: Паре: зе 


de unde, având in vedere relaţiile (2.178 n) RÍ (2.179 b), pe obține legea 
refracted liniilor inducției magnetice 


(2.1804) 


lg a, 3 Mi (2.180b) 
5 2.1* ) 


tg X; ра 


Deoarece in substanţele magnetice izotrope direcţia intensității 
câmpului coincide cu direcţia inducției magnetice, relația (2.180 b) re- 
prezintă, totodată, legea refracției liniilor de intensitate a câmpului mag- 
netic. 

La trecerea într-un mediu cu р mai mare, liniile inducției magnetice 
se îndepărtează de normală, apropiindu-se de suprafața de separație. 
Acest fapt conduce la îndesirea liniilor lui B într-un mediu cu permeabi- 
bilitate magnetică mare și dă posibilitatea modelării câmpului magnetic 
sub forma și direcţia necesare. 


2.5. Electrodinamiea 


(teoria câmpurilor electrice și magnetice variabile in timp) 
25.1. Fenomenul de inducție electromagnetică 


“Reprezentând interacţiunile electrice și magnetice cu ajutorul 
câmpurilor, Faraday a prevăzut interdependenfa dintre câmpurile elec- 
ігіс ві magnetic, pe саге a pus-o în evidenţă prin descoperirea, în anul 
1831, a fenomenului de inducţie electromagnetică. Acest fenomen constă 
în apariția unui curent electric (indus) în orice circuit închis C, a cărui 
suprafață este străbătută de un flux magnetic (inductor) variabil în timp. 
Ținând seama de completările aduse de Lenz, legea inducției electromag- 
netice a fost scrisă de Neumann sub forma (integrală) 


mpari (2.181) 
dt 
unde tensiunea electromotoare indusă are expresia obișnuită 
ё = jo. ai, (2.181 a) 
C 


iar E are acum rolul unui câmp electric imprimat, 

în figura 2.060 este reprezentat un flux magnetic variabil, саге 
străbate aria limitată de un circuit inchis 0, De exemplu, la mărirea fluxu- 
Jui magnetic, în circuit apare o tensiune electromotoare indusă & şi deci 
un câmp electrice imprimat Ej, care satisfac relaţiile (2.181). Prin circuit 
curge un curent indus, care confirmă faptul că variația câmpului magnetic 
produce în contur un câmp electric imprimat, ce deplasează purtătorii 
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de sarcină, Când conturul € 

este constituit dintr-un dielec 

tric, atunci fiecare element d&/d!>0 of, 
dinel ase polarizează datorită 
câmpului electric indus E. Dacă 
circuitul € oste deschis, atunci 
prin el nu circulă curent, dar 
ca rezultat al acțiunii câmpu- 
lui indus E, în circuit se pro- 
duce o redistribuire a sarcini- 
lor, astfel încât la extremitățile 
conductorului apar sarcini li- 
bere. 


Fig. 2.06 

xeneralizànd aceste rezultate, Maxwell, a ajuns la concluzia că în 
toate punctele spațiului, unde există câmp magnetic variabil în timp 
(fig. 2.66 b) apare un câmp electric, independent de faptul dacă există sau 
nu în ele un conductor. Conturul conductor este util doar pentru a observa 
câmpul electric indus, care, spre deosebire de cel electrostatic, se numeşte 
acum câmp electrodinamic (sau, pe scurt, câmp electric). Câmpul electro- 
dinamic, fiind de natură imprimată, este rotational; are liniile de câmp 
închise. 

ntr-adevăr, din relaţiile (2.181) se obţine 


P. aT е ОВЕ 2.1811 
А 5 


C 5 


sau, aplicând teorema lui Stokes, 


(forz. d$ = AV a8, (2.1816) 
“ J dt 
5 S 
de unde i: 
Q 0B. (2.182) 
rot E — — Эр 


А өе, ә С tice 
Această relație reprezintă. forma locală а legii didi pesce te 
și exprimă caracterul rotajional al câmpului e'eet 
25.2. Curentul de deplasare și inducția magnetoelectrică 
2.5.2.1. Necesitatea noţiuni t de Чер ete зоре аа 
х 1 §= X 
боону 9.3.1. ре baza datelor experimenta эги с itate 
de n d лер КЕКТЕП ве conservi pran T A iq 
м exprimi legea conservürii sarcinilor electrice es ` 


i de curen 


i 0۴ 0 (2.183) 
p ^ aleulul câm 
; în calculul eàm- 

i iticultate care apare in. 2 
conati ecus ie conduce là abili in timp. Teoria matematică 
purilor magnetice s 


10 — c.50 7 


i En vettoriale mată că veclorul В ese unie determine prin 


voua iile 


div Û = 0, (2.154) 
rot, H и], (2.145) 


Însă, dacă densitatea de curent ў satisface relația (2.155), €4 trebuie 
fie solenotdald, adică 


div j div rot B = 0 (2,185 2) 
IE 
gi deci liniilo de curent trebuíe вй fie linii închise, Aceantă condiţie este in 
1 А . (9e 
compatibilă ou ecuatia (2.188) pentru curenţi nestafjonari (2 А Ji 
dv 
Paradoxul n fost rezolvat de Maxwell, menţinând div В = 0 și re- 
definind densitatem de curent: astfel încât em să fie solenoidală în toate 
сазе. Acosta ко toalizonză astfel : ne folosește ecuaţia 
в == din D, (2.186) 


care afirmă că denaitatea de sarcinii liberă este o măsură a divergentei 
inducției eleetrice gi deci сопа de continuitate (2.183) se serie 


, (; | 01) А (5:187 
Viv | ет" s Û. 2.18{) 
/ ûl ; 
Prin urmare, în cazul curenților nestuţionari, în legea lui' Ampere trebuie 


д 


Р : ыз дй COME A 
să se considere, în locul lui. 7, curentul total j -+ ЕТИ constituit din doi 
C 


+ + С ‚ : др 
curenți: J, care este curentul de comduoție 8i 3i" (are ве numeste curent 
р ; 
de deplasare, adică 
n7. o 
rot H © ‚7 -|- dO (2.188) 
í 


2.5.2.3. Sensul fizie al curentului de deplasare. Se consideră un 
condensator introdus în circuitul unui curent variabil (alternativ) (fig. 2.67). 


Evident, într-un astfel de circuit, A # 0. Relaţia de definiție (2.97) а 
vectorului inducţie electrică este 
D = ch + Р (2.189) 
вап, având în vedere ecuaţia (2.94), 
D =ef + E, + Р. (2.190) 


Pentru valorile absolute ale mărimilor fizice 
(2.100) devine 


Fig. 2.67 D = «Е, — е0, + P (2.190 а) 
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si devi curentul de deplasare se serio 


әр na A 
0 OM, P 
ta tq D | 01 


oi Ji н А (2.191) 
Termenul ӘР Ө! este \б енге | 
dace a pa indc үндү sete инн ае și ве datorează deplasării 
sub acțiunea câmpului olectrio variabi vig VUA ea ete 
ч ud | ot ariabil dintre plăcile condensatorului. 
( ànd se situează un dieleetrie într-un câmp electric variabil, de frecvenți 
inaltà, dipolii eleetriei co compun dieleetrieul, орао d ü pides 
variabil, se eioenese eu atomii vecini şi cedează o parte din Ej eh 
dieleetrieul se încălzeşte, Acest fenomen esto folosit in ба ob ia 
încălzirea unui dielectric, simultan pe toată grosimea lui. zic dee a ta 
QP/0t reprezintă! viteza de deplasare a sarcinilor legate (si ; 'ale) din die- 
leetrie, ei îi corespunde un câmp magnetic ee apare in spaţiul înconjurător 
şi care se poate calcula după legea Biot-Savart-Laplace, ca și câmpul 
croat de curentul de eonduefie ). | 

în absența dieleetrieului, când între plăcile condensatorului este vid, 


Р 2 0, ——-— 0, E, = 0, P — 0. (2.192) 


Prin urmare, în vid, densitatea curentului de deplasare este 


QE, 
ч 2.193 
àt ( 3) 


Jav = ©0 


Maxwell a presupus că acest curent de deplasare nu este numai o noţiune 
formală, ci е] creează în jurul său un câmp magnetic după aceleași legi ca şi 
rmat această presu- 


curenţii 95/9t si J. Numeroase experimente au conti 

d OB e 

punere. S-a constatat că orice câmp electric variabil E. * J creează 
| Ji 


un câmp magnetic (variabil), acesta fiind fenomenul de inductie magneto- 


electrică. 

Apar însă următoarele întrebări : cui 8 
sare in vid? Poate fi el legat de deplasarea unor | | 
să se înţeleagă că orice câmp magnetic este generat prin unicul mecanism 
fizic cunoscut în prezent? 

Din punet de vedere clasic, m 
gens intuitiv oate fi legat de dep ARAL rogn 
se ине И каса охоо sale, În t gori quei ish MAT 
posibil să se dea următoare interpretare : 1n vid саји еде еа. n 
va pi лди de азар, веза i jo f ere ш 
позву» eto.)in gstfel de stări energe joe inont G^» "v d pes dodi 
eir în prezenţa unui càm abil, vidul poate fi „pola 


е datorează curentul de depla- 
sarcini ca în telul acesta 


în vid nu are un 


curentul de deplasare 
erea lui 


ea unor sarcini. Introdue 


p electrie vari 
147 


mm НАН 11 111 


PPE e сыгу Е QE Р 
rizat" si astfel apare curentul e 2. acesta reprezintă variația câmpu- 


ё at 


lui electric produs de dipolii dieleetrieului in timpul orientării lor $i deci va 
produce si el un curent de deplasare in vid, 
În concluzie, condensatorul într-un circuit de curent variabil nu 
intrerupe circuitul; curentul variabil j ee trece prin conduetorii circuitului 
ке continuă prin condensator sub forma curentului de deplasare. 
Aceasta rezultă si din relaţiile 

OD дс 


КЕЧЕ an 
În conformitate cu relaţia 
aD 
E 


deplasare == 


^ 


curentul de deplasare există oriunde apare un сатр eleetrie variabil. Prin 
urmare, el existá si in interiorul conductorilor parcurși de curent electric. 
variabil; însă în interiorul conductorilor, jaeplasare este neglijabil de mic їп 
comparaţie CU jconaucie . Curentul de deplasare în vid nu produce efecte 
termice, dar produce efecte magnetice ca orice deplasare de sarcini electrice 

2.5.2.3. Câmpul electromagnetic. După cum s-a arătat în paragratul 
precedent, curentul de deplasare creează în spaţiul înconjurător un câmp 
magnetic. Deoarece curentul de deplasare apare întotdeauna când deri- 
vata 0D[0t este diferită de zero, adică atunci când există o variaţie în timp 
a câmpului electric, rezultă că orice câmp electric variabil în timp este 
legat de prezența unui câmp magnetic. 

Practic, un câmp electric variabil are întotdeauna derivata în raport 
cu timpul variabilă, adică creează un curent de deplasare variabil, și iu 
consecință, câmpul magnetic care ia naştere este, de asemenea, variabil 
în timp. 

Prin urmare, spaţiul ocupat de un câmp electric variabil, este, in 
acelasi timp, ocupat și de un câmp magnetic variabil. Cele două câmpuri 
dinamice (variabile), electric şi magnetic, sunt legate (cuplate) între ele 
și formează o unitate numită câmp. electromagnetic, 


2.5.3 Ecuațiile lui Maxwell 


Din cele expuse până acum rezultă că starea câmpului electromag- 
netice este definită de următoarele perechi de mărimi vectoriale : 

— vectorul inducție electrică D, care măsoară latura electrică а 
câmpului prin sareinile care produc câmpul (div. Î =з e) şi vectorul câmp 
magnetic ÎI, сате măsoară latura magnetică a câmpului prin curenţii totali 
care produe câmpul (rot П =f + s 


) 
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CEU vectorul câmp electric £, care măsoară latura eleetricit a câmpului 
prin interacţiunile electrice pe саге le produce (F xe 


| | qÑ) si vectorul inducţie 
magnetică D, care măsoară latura magnetică a câmpului prin int cà 
(iunile magnetice pe care le produce (f = qû x В). AU ê 
) ln mediile conductoare mai apar mărimile: densitatea de curent 
) si intensitatea Û, a câmpului imprimat. 

Aceste mărimi de stare sunt interdependente, fiind legate între ele 
printr-un sistem complet de ecuaţii cu derivate parţiale, care determină 
starea electromagnetică locală in tiecare punct si care se numese e E 
lui Maxwell. Pentru un mediu care nu este nici dielectric perfect nici 
conductor, perfect, deci pentru un mediu în care există atât iată de 
conducţie, cât si curent de deplasare, acest sistem este constituit din ecua- 
tiile : 


YX = roti = j 1 Tn 
(legea Maxwell-Ampére, a circuitului magnetic), 
VXxE = rot [ = — 93 (2.195) 
(legea lui Faraday, a inducției electromagnetice), 
vD = div D = р (2.196) 
(legea lui Gauss, pentru fluxul electric), 
vB = div B — 0 (3.191) 


(legea lui Gauss, pentru fluxul magnetic. 


Acest sistem de ecuaţii constituie forma matematică a principiilor 
fundamentale ale teoriei electromagnetice. Ele ве împart în două grupe : 
ecuaţiile cu surse (2.194) și (2.196) si ecuaţiile fără surse (2.195) şi (2.197). 
бе observă din ecuaţia (2.194), prin aplicarea divergen(ei, că ele cuprind 
și ecuaţia de continuitate, 


îe, 4 div j za 0, 
ot 


expresia legii 00 nsorvării saroinilor electrice, Cu alte cuvinte, într-un 
sistem dat, mărimile р și 7 nu sunt indopendente. 
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а eeste e ust i ae mni nilang 31 ех рев denseitátii de energie a 


câmpului electromagnetic, care prin. definitie este 


MI dm 
w == Mat Wm (UE. D+ П. B). 


2 
Ка rezultă din generalizarea expresiei (2,128) a energiei câmpii electro 
statie si à câmpului трпео atiţionar, 
Formele integrale corespunzătoare ecuațiilor (2.194) — (2.191) 
; m !(í( 
pH dl = j ° d8 \ D: d8, (2.194 a) 
| P di) 
д с ( у 
фа di = —— VL ай, (2.195 
А dí Jj 


(рғ: dă — 0. (2.197 a) 


Pentru determinarea câmpurilor electric $i magnetic, ecu iil 
Maxwell se completează cu asa-numitele relații de material, impuse 


polarizarea electrică, și magnetică, а corpurilor, care în general se set 
astfel : 
T) тї Р (9 1€ \ 
D= gb 4 Р, mes. 
B = u + yoM = poll + J (2.199) 


sau, în medii cu polarizare liniară (Р, J proportionali cu E, respectiv, 
cu H) si fără polarizare spontană, 
D == ЕЙ, (2.195 а) 
В = П, (2.199 а) 


În plus, pentru medii conductoare ве utilizează si legea lui Ohm 


" 


j == a( j- Е). (2.200) 
În încheiere, trebuie remarcat că liniaritatea ecuaţiilor câmpului eleetro- 
2,194) — (2.107) implică valabilitatea principiului superpo- 
ilor electromagnetice, ceea ce generalizează, principiul men- 
ul câmpurilor electrostatic și magnetostatic, 


magnetic ( 
zitiei câmpur 
fionat din caz 
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25.4. Potentiale electrodinamiee 


i 2.5.4.1. Definitie si invarinn(a de etalonüre, Pe baza teoremei lui 
Helmholtz din analiza vectorială (un câmp vectorial este determinat dacă 
| se cunosc rotorul si divergen(a, iur un câmp senlar se poate determina 
până la oconstantă aditivă, dacă i se cunonşte gradientul), câmpul electro- 
magnetic poate fi representat cu ajutorul unor funcţii numite potențiale 
eter trodinam (oe, 

Într-adevăr, ecuația (2,197) admite soluţia 


Brt SV x A, (2.201) 


y TUS TUR LEUR A Sis ds y А — 
deoarece, evident div В = div rot А = 0, divergen(a oricărui rotor fiind 
nulă. Câmpul de vectori A poartă denumirea de potențial vectorial mag- 
sedie, De exemplu, potenţialul vectorial magnetic al unui câmp uniform 
В — const, poate îi seris astfel : 

EON S 4 
AS BT (2.201 a) 
2 
unde F este vectorul de poziţie al punctului în care se calculează B. 
Din relaţia (2.201) se observă că A nu este in mod unie determinat, 
deoarece 
A' = A+ grad f, (2.202) 
unde f = flx, y, 2) este o funcţie arbitrară de poziţie, satisface de ase- 
menea, relația (2.201), rotorul oricărui gradient fiind nul. 
Dacă se înlocuieşte (2.201) în ecuaţia lui Maxwell (2.195), se obţine 


ту 94 (3.303 
rot ( E + opea 0, (2.203) 
Qt 
" $94 Ы ien, A Bănia e 
de unde se vede că vectorul Æ + БЕ este irota(ional, deci poate ti 
( 
scris ca gradientul unei funcţii scalare (— Ф); 
3 дА 2 90 
„tei e - огай Ф (2.204) 
4 д! m t 
Nau 
0A DES 
Ns i. 1: ia (3.904 a) 
Bw Y? öt 


i x , uds ойе‏ و 
Având în vedere relația (2.202), rezultă că potenţialul sc alar trebuie mo‏ 
dificat conform relaţiei‏ 
af о 2 g‏ 
а)‏ 3.302( ت = i‏ 
D‏ $ 
vp NT‏ 
x ^ Pam ap ә 302‏ { 3 
pentru ca relația (2.204) să rămână invariantă la transtormaren (2.202),‏ 
aga cum a rămas relația (2.201).‏ 
În conelzie, câmpul eleetroma і‏ 
unui potenţial vectorial А şi al unui potenţial st‏ 
poziţie şi de timp ; dar aceste potențiale nu sun‏ 


gnetio se poate reprezenta cu ajutorul 
lar p, care sunt funcții de 
t unice şi se poate obţine 
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Apila (9 опо} & (2,202 %); nymite 
o infinitate de potenţiale prin transformările dde ойор E si Л. 
transformări de etalon, care conduce la aceleagi dod aformárile de etalori Dro 
Invarianja câmpurilor E si B in raport cu piaty nare are o importantă 
numeşte invarianjă de gradient. ШАПАР de etalona 
: ` IT. T ie OGdGerna. 7.2 
deosebită în fizica cuantică m ; Us 4 aenddla Loremiz. 
2.5.4.2. Eeunfiile potenţialelor electrodinamice Pe relat iile 
х а ү , pent аге sunt v cei în a 
În cazul unui mediu omogen si izotrop, релт ion Y 194) соате 
liniare D — sÑ si B = ud, din ecuaţia lui Maxwell (2.194) se obi 
h E N ا‎ Я 
д1) . дЕ 


T us dec. (2.205) 
BAVxHzVxBz-syujdyv gm MT tM 


ii i (2 а), ве ate scrie 
şi, înlocuind aici relaţiile (2.201) si (2.2048), ке poate 


EX 0 д2А Р РА 
VOX (VOX AySE у cul V - 2) + — а) (2.205 а) 
sau E 
-= z д 22А T AP 
V(V.AÀ) — V?A + eu v SA -- == үйү A (2.205 Ъ) 
care ве mai poate serie astfel: 
24 A4 f 09 UE Ее 2.206) 
V2A — cura -v(va + eu à ) = p (2.2 


Din legea lui Gauss 


УБ. 


folosind relaţia (2.204 а), se obţine 


дА р 
v(ves а ri 
sau 
р 029 Ук Ф Р 
V2g — E RR A کے — ےا‎ 2.901 
Ф — ep ET -B xlv + eu ) Se (2.207} 


Ecuațiile (2.206) gi (2.207) 


se reduc la o form 
intoduce — fără a limita gener 


: mă mai simplă, dacă se 
alitatea — conditia 


de etalonare Lorentz 


ET дф 

VA + чикит == 0, (2.208) 
; În acest caz вэ obțin ecuaţiile neomogene de propagare pentru А 
By | P 


EN 0* A ` 
МА T ep au] (2.209) 
0? 
Vig lupum. ug 
9 — tu P i < (2.210) 
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—KÓÓÀ 


Toate soluţiile particulare ale acestor ecuații dau acelasi câmp electro- 
magnet ie, dacă se impun condiţii de frontieră (iniţiale, problema Cauchy) 
identice. În concluzie, pentru determinarea vectorilor Ё si B este оын 
mai întâi să se rezolve ecuaţia vectorială (2.209) şi ecuaţia scalară (2.210) 
pentru a găsi A şi o. iar apoi, să se înlocuiască expresiile lor în (2.201) ai 
(2.2048). Condiţiile de frontieră pentru 4 și 9 se determină din relatiile 
de trecere pentru Ё şi В (v. 2.2.14.6 şi 2.4.8.3). а 

2.5.4.3. Cazuri particulare. a) Ecuațiile de propagare a potențialelor 
in absenta distribuției de sarcini electrice gi a curenților electrici (e = 0, 
j = 0). În acest caz, din relaţiile (2.209) si (2.210) se obţin ecuațiile de 
propagare (omogene) pentru A si o, 


4 02А 
VA — eu ag = 0: (2.209 а) 
Уф eu 8 E ^ (2:210 а) 
дА д À ; 
b) uds 0, = = 0 (cazul staționar). În acest caz, ecuațiile 
(2.209) şi (2.210) devin: 

STĂ = —uj  (analogul ecuației Poisson în magnetism), (3.209 b) 
Vo = — Ê (ecuația Poisson in electrostatică). (2:210 b) 
Solutiile acestor ecuatii, pentru un punct fix, ales ca origine a axelor 

de coordonate, sunt 
+ 1 e(z, у, 2) dV, (3.211) 
Е Are T " 
у: 
A Nasa JG?) ay. 3.312) 
4n r 
Р 


unde integralele sunt extinse la întregul volum ocupat de sarcini şi curenți. 
În cazul in care punctul fix (de observaţie) are raza vectoare 7, formulele 


(2.211) şi (2.212) devin 


L (Р) av: (3.911 a) 
gx —- — € , 
#(7) i Ir — | à; 
E u jo) 7 3.212 a) 
Ai za Vy Uy dy \ 
¥٤ 
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€) Poltentialele — intárciate  (retardate) — Liénard —Wiechert,. Câmpul 
electromagnetic al unui electron este complet caracterizat prin cunoaste- 
rea celor două potentiale electrodinamice 


Li 


9 -= , (2.213) 
Arer ; 
T ег 
А — ; (2.214) 
iz r 


unde s-a considerat că electronul în mişcare poate fi asimilat unui curent 
de densitate o£. Este evident că în cazul unui electron punctiform, in 
mişcare cu viteza ?, apropiată de viteza luminii, relaţiile (2.213) $i (2.214) 
reprezintă expresiile instantanee ale potentialelor electrodinamice intr-un 
punct situat la distanţa r de electron, în care s-a neglijat faptul că într-un 
timp At electronul şi-a schimbat poziţia. 

Pentru a găsi expresiile mai exacte ale potentialelor electronului 
în mișcare, se presupune, într-o primă aproximaţie, că expresia poten- 
tialelor electrodinamice într-un punct M(z, y, 2) la momentul t are aceeași 
formă ca ві în cazul când electronul s-ar deplasa cu o viteză constantă, cu 
deosebirea că pentru r se iau valorile pe care le are in punctul M'(z', y'. z^), 
unde se afla electronul la momentul f anterior, 


зл D. (2.215) 
с 
1 мы ўа, ў 
unde с — —— (у. relátiile (2/2092) și (2.210 a))este viteza de propagare 


Veg 


a interacțiunii electromagnetice, Sunt evidente relațiile 


Ar 
т = TE Ат =r E - At — T nz v, AC, 
At 
zs r ABA S 
v Dor, АР —, r—rT For, 
€ с 
de unde 
2 
Т' == rha -25) ; (2.216) 


Introducând această relaţie in ecuaţiile (2.213) si (2.214) se obţine 


е е 
pi rit eir nm T TEC 2.213 a) 
Amer Ў.т \ х 
{rer | 1 
€ 
u её 


(2.214a) 


Aceste expresii sunt cunoscute sub denumirea de potentiale intár- 
ziate (retardate) Liénard— Wiechert. Se poate arăta că potentialele 
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Liénard-Wiechert sunt soluții alo 
(3.909) şi (2.910). Pontru ١ 
ast tel ` 


i ecuațiilor de propagare neomogene 
a arăta dependenta lor de timp, ele se scriu 


| ب‎ (2.213 b) 


pum s (2.214 b) 


2.5.5. Vectorul Hertz 


n ۲ As "ren. , A ' 2 atr ins 105 1-1 

1 Өл сое proble melor de electrodinamică, adeseori, în loe 
de a utiliza două potenţiale electrodinamice А si o se poate folosi un 
singur potenţial vectorial Г (x, y, 2, t), numit vector electric Hertz sau 
potențial vectorial de polarizare electrică. 

Relaţia dintre vectorul A şi vectorul Hertz este 


А cut (2.217) 
Pentru a stabili legătura [dintre potenţialul scalar 9 şi vectorul Hertz 


Г, se foloseşte relaţia de etalonare Lorentz (2:208) unde se înlocuieste 
(2.217). Se obţine 


д QD T: 
E e E руу (2.218) 

дї ot 

de unde, prin integrare, rezultă 

pa УГ ФуГ. (2.218 a) 
Expresiile pentru E si B se obţin din relaţiile (2.201) si (2.204 a) : 
B y ale n NAM. (2.219) 
B =V XA = Ух gy = tue rer, ) 
Ti дА P CHN 2.220) 


| 
| 
| 


trop in care j = 0 şi р = 0, din ecuaţia 


Într-un medi si i 
iu omogen 8i 170 
ih tru vectorul „Hertz 


(2.2092) se obţine ecuaţia de propagare pen 
T or). : 2.921) 
ет (лг ¬ EL is z0 ( / 


вап 


A ӨТ | (9.221 à) 
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» În mediile polarizate electric si în absența curentului de conductie 
J $i a distribuţiei de sarcini electrice se pot scrie relațiile (vezi (2.90) şi (2.97 )) 
ol ӘР 
д! dt 


NAH £o 


VE V P, (2.999 a) 


unde P este intensitatea de polarizare, Înlocuind în aceste relații vectorul 
Hertz, se obţine 

2p | 
Eou a ulita Р (2.223) 
SA д? 20 

Prin urmare, se poate afirma că sursa vectorului Г este о polarizare 
electrică de densitate P, iar pentru determinarea vectorilor E si B pe 
baza relaţiilor (2.219) si (2.220) este suficient să se rezolve doar ecuaţia 
diferenţială vectorială pentru Г. 

În cazul j = 0 şi р = 0, ecuaţiile lui Maxwell devin 


АГ 


LA әр T oB 
У ЖИ = таз М х Hm — at^ 


vD =0, УВ = 
şi prezintă o simetrie în raport cu câmpurile B şi D. Se observă că aceste 
ecuaţii sunt verificate dacă se introduce așa-numitele antipotențiale elec- 
trodinamice A și 9, prin relaţiile 


7j = БЫ SU x4. 
DORADO va. 04 
u д1 
Cu condiţia de etalonare 
vă + eu P sc 0, 


ecuaţiile de propagare pentru potentialele А si 9 sunt 


= д? А 

АА tu " ETE 0, 
2 )'g 
Аф кыа 1/44 
"n 


Într-an mod analog se introduce „antivectorul Hertz" D, care sa- 
tisface ecuația 


QT 


> — 
AU — eu, "WP M, 


unde M este vectorul magnetizare, Prin urmare, sursa vectorului P (po- 
tențialul de polarizare magnetică) este o distribuţie de dipoli magnetici. 
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2.5.6. Ecuatiile lui Маха. p.63 
М)" TATA lui Maxwell in forma complexă și relativitatea 
стазипсатп substanțelor după conductibiliatea electrică 


Osollatille neri поз апте ȘI sareini care se schimbă periodic în timp. 
n ta tii age соне Li rani 8i curenților si, de asemenea, oscilatiile 

doza sid fu ape Tezuitate, ca funcţii periodice, pot fi reprezentate 
prin serii Fourier sub forma unei sume de oscilații cosinusoidale, 


F= ID =F fa cos (mot + Ym). (2.224) 
mæl 


In reprezentarea complexă, o mărime armonică monoctomaticá se poate 
scrie astfel : 


F = А е9 — A екені — Hp etio, (2.224 a) 
unde 
Fn = A etit = A cosy ki Asing = F4, + IF} (2.224 b) 


este amplitudinea complexă. Elongația reală F, Е, cos (ot + o) se de- 
termină ca parte reală a mărimii complexe corespunzătoare 


Е, = К° Е. 


Pentru scrierea ecuaţiilor diferenţiale ale lui Maxwell în forma com- 
plexă, se consideră mărimile complexe corespunzătoare. 


E = (И ее Н = Hm eio, 


B = B e”, р = Dp еі, (2.225) 

care, înlocuite în ecuaţiile (2.194) — (2.197), conduc la relaţiile : 
rot H = cof +ioD = oF+hiocf = iesE, (2.226) 
rot = — ieguH, 2.997) 
div D = div (ЕЁ) = р, (2.298) 
div B = div (pH) = 0, (2.229) 

unde 
zoe lem gi let! (2.230) 
(o 


) compleză, absolută а mediului. i | 

Introducerea permitivităţii complexe reduce forma i aid ча 
Maxwell pentru un conductor (вап semiconductor) к forma ecuaţii 2 
pentru un dielectric (у, ecuația (2.2926)). În plus, păr (ile Fen ȘI оне 
ale permítivitátii. complexe caracterizează пее ‹ Qon i ш | d 
deplasare (ei) giy respectiv, densitatea curentului de cc ati 


este permitivitatea (dielectricá 
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U i eR], din material. Din acest motiv, raportul dintre părțile 
o 
imaginară si reală ale permitivitátii, 


|7 | а 
p 2700 pomul, 1 (2.231) 


| J depl. | 


60 


este folosit ca un criteriu care determină proprietăţile conductoare ale 
substanței. Se disting următoarele trei cazuri : 


o 
mare decât curentul de deplasare şi acesta este cazul conductorilor (meta- 
lelor) ; 


3 Sg Э А ; 
а) pentru 8 > 1 [= > =) „ curentul de conducție este mult mai 


197 
raport cu curentul де conductie (cazul dielectricilor) ; 


b) pentru 8 < 1 (s < 2L predominá curentul de deplasare in 


G v . - v .. - 
c) pentru ё = 1 = x « , márimea densitátii curentului de con- 
1] 

ductie este de acelaşi ordin де mărime cu сеа а densității curentului de 
deplasare (cazul semiconductorilor). 

Deoarece raportul @ depinde de frecvența câmpului electromagnetic, 
clasificarea substanţelor în conductori şi izolatori este relativă. 

Din acest motiv, unul $i acelaşi material cu o conductibilitate nu 
prea mare (cum este, de exemplu, pământul) la o frecvenţă joasă (6X) 

- 6 E A а d бә е 
se comportă са un conductor (Е > =), iar la frecvenţă înaltă (о> ci) 
E 
bx 5 - G 
se comportă ca un dielectric. | — < «|. 
Әә 

La studiul proceselor electrodinamice în diferite materiale se intro- 
duce, de asemenea, si noţiunea de tangentă a unghiului de pierderi die- 
electrice, care reprezintă raportul dintre părţile imaginară si reală ale per- 
mitivitátii complexe, adică (v. relaţia (2.230)) 

e" 

igo -R Sg (3.232) 
e' 

Acum, permitivitatea dielectric absolută, complexă se exprimă 
prin tangenta unghiului de pierderi astfel : 


E = e(l — itg 8): (2.233 


25.7. Propagarea câmpului electromagnetic (undele , electro- 
magnetice) 


2.5.1.1. Propagarea undelor electromagnetice în dieleetriei. Ecua- 
tile lui Maxwell conduc la concluzia că în vid sau într-un dielectric omo- 
gen şi infinit câmpul electromagnetice se propagă sub formă de unde electro- 
magnetice transversale. Într-adevăr, fie un mediu dielectric, omogen şi 
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к 


izotrop cu ) - 0, 


e => 0 Si мы T " 
i ¢ 0. În acest caz ecuaţiile lui Maxwell devin 

У X H == є IUE , V x E denne 7 Н 9 9° 
0 O A um UU ; (2.234) 


VE c 0, VH 22200 


Derivând prima ecuaţie în т 


зе obţine aport, eu timpul si folosind a doua ecuaţie, 


E sp ae ioi tT 
Qt? 
SAU 
3 2E 
AE — єр em (2.235) 


= 0; (2.236) 


Аф — = 0 (2.237) 


Maxwell (anul 1865) a dovedit existența undelor electromagnetice, care 
se propagă cu viteza de fază 


pou (2.238 ) 
Veu 
În vid, viteza de propagare este 
m E 
e l 2,99793-10 — 23-10 —. (2.239) 
2 : 


— өш 


'l'inànd seama de măsurătorile lui Weber și Kohlrausch (t800) sere 
au fost reluate de Maxwell cu mai mare precizie, apoi de pHo ow 
(1895), rezultă că undele electromagnetice Be propagă cu M er к. 
Maxwell a fost condus astfel la ipoteză naturii electromagnetice a 


‘buit. si relaţia 
luminoase, La această ipoteză a contribuit ȘI { 


а | LV (2.240) 
E colo 


sau, deoarece pentru dielectriei pr S + 


Ша зөрнелшщте Gi solsngemog ac ua eli 
ue Р 23 } i4. —1 ч › m lui Mex we à 
rezultat cunoscut sub denumirea de relafi p 


Soluţiile ecuaţiilor de propagare (2.235) şi (2.236), în cazul undei 
plane, monocromatice, progresive, sunt de forma 


E(F, i) = B, o-7, 


B, t) = B,o-ie-*-7), (2.2 


t2 
b2 


unde E, si B, sunt amplitudinea undei electrice” și, respectiv, a undei 
Dmagnetice". 

Folosind relaţiile (2.242), se observă cá in ecuaţiile lui Maxwell 
(2.234) se pot face următoarele substitutii : 


E д : PS 
V = ik, — — —io (2.243) 
дї 
şi se obţine 
n x Ё — wH, n-E- 0, 
"x H- — vË, я. Н = 0, (2.244) 


este versorul normal la planul de fază al undei. Din rela- 
{Ше (2.244) rezultă, 
E - (® x B).— wE. H= 0. (2.245) 


Prin urmare, vectorii E, H, й а un triedru drept, adică undele 
electromagnetice! sunt transversale in. dielectrici. 


De asemenea, din relaţiile (2.244) mai rezultă 


Ду ары ж TER 
н = ^ @ x ®) = |= ax ®) 


Sau ) . 
Ju E = V: Е. (2.246) 
Márimea 
| c VE] ? 268 y p "(9 947) 
irati 4 9 | Tnm "OH 2 (2.241 


se numeşte impedanjă a undei electromagnetice în dieleetrieul respectiv. 


În vid, Z = |» 2377 0. Relaţia (2.246) arată că in dielectrici densitatea 
£o 


de energie a câmpului electric E 2 н) este egală cu densitatea de energie 


a câmpului magnetic [2 „Н jJ. 


2.5.1.2, Propagarea undelor electromagnetice in semiconductori. 
Pentru a obține ecuaţia de ea a undelor electromagnetice într-un 
mediu semiconductor, se aplică operatorul rotor ecuaţiei (2.194) si se tine 
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ей de eeuntin (9.10) ain sistoinul de ecuatii Maxwell, Be obtine 


| ^ 
V Я £ Í ї () 1 T$ 4 i 
T ММ B) (YH Л) e (v х H) (2.248) 
: üt 
RAU 
AH 0n PI 
AB mm ор Р eu (2,249) 
ül 012 
Aceasta esto eeuntin de propagare n inducției magnetice Û în mediul con- 
siderat. Presupunând en in mediul semiconductor nu sunt sarcini elec- 
trice libero ( = 0), în mod analog ве obține ecuatia de propagare a cam- 
pului electric 
| 0E 020 
АЙ == ар ep, (2.250) 
01 012 
Aceste ecuații sunt cunoscute вир numele de ecuația telegrafistilor. 
Alegând un câmp electric de forma (2.242) (cu E, = Й„(7) şi având 
in vedere relaţiile (2.243), din (2,250) se obţine 


Al шо)? | є --1 z ) T, (2.251) 


0) 

Se observă că, folosind permitivitatea complexă (2.230), ecuaţia 
(2.251) devine 
AE quo? d DB (2.251 a) 
Această ecuație osto analogă cu eeuatía (2.235) folosită la studiul pro- 
pagürii undelor electromagnetice în dielectrieí, eu deosebirea că, în cazul 


de față, permitivitaten este o mărime complexă, 
Introducând numărul de undă complex 


ESI 


unde î este viteza de fază complexă, în cazul propagării undelor electro- 
magnetice în semiconductoare, ве verifici următoarele rezultate : 
4) unda plani, nonocromatică este. descrisă de relat iile 


Mn TUE Mr) i 


9 
у жор 
zi : оү €*y 0) 


k s 


Hs e 


H i e^ mint =o }! LP 2.253) 
05v 


unde 7 este versorul numărului de undă кшй К; 
р) o relaţie de tipul (2.244) este neu 


Я ik” * d ! 0 ON 
er 1 Er. 1 k | 1 (n x М) (3.954) 
ж ID 
ЇЇ = ий (n ) po 
вап, având în vedere (2,258), 
(to BA „йы Dj Mii: recie D, (2.258) 


Н = 


10 


unde s din expresia 


ei? (к -H k:t) (c -E ik”) 
reprezintă diferența de fază dintre vectorii Û si I. 
Mărimile k' şi К” se determină din relaţia (2.252), prin ridicarea ei 
la pătrat si identificarea părţilor reală si imaginară, 


h" — k'"* рео?, 
, | : 
KR — — uoo. (2.256) 
2 


Din expresia vitezei de fază complexe, 


i 1 ‚сүс: MEER 
е бє 1 | a (2.257) 
eu © 


rezultă definiția indicelui de refracție complex 


1 


= с n. (oj TI £e 
п [е1 А (2.258) 
0 | e 


În concluzie, undele electromagnetice in semiconductori sunt trans- 
versale (v. relaţia (2.255)), iar amplitudinea lor (E,e-^'"-" şi, respectiv, 
B, e>" ”-7) se amortizează exponential. 

2.5.7.3. Propagarea undelor electromagnetice în conductori. 

a) Ecuația de propagare şi efectul pelicular. Ecuația de propagare a un- 
delor electromagnetice într-un mediu conductor (metal) se obţine printr-un 
procedeu analog celui folosit; în paragrafele precedente, cu deosebirea că în 
ecuaţia Maxwell- Ampere se neglijează densitatea curentului de deplasare 
in raport cu densitatea curentului de conductie. Efectuánd calculele, 
se obţin ecuaţiile de propagarea câmpului electric si a câmpului mag- 
netic în conductori 


- IE = B 
AT MC ATA aue (2.259) 
ôt et 


Pentru un studiu mai general al propagării undelor eletromagnetice 
in conductori, se pot folosi ecuaţiile telegrafiştilor (2.249) si (2.250) cu 
soluţiile (2.253). În acest caz, din ecuaţiile (2.256) se obţine 


k'* = zl da | +( 1 | кы, (2.260) 
2 Еб 


А в ^ 
de unde, considerând definiția conduetorilor ( > ), se poate serie 
ЕС 


om 1 
к" = y ССА ТЕЕ 9.261 
2 à 0-381) 
şi soluţiile (2.253) pentru propagarea după o direcţie w devin 
E z 
E, a E, в 95.Q-7iot- M : B, ahi B, & 58 аА). (2.262) 
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În conformitate e i 
ormitate eu legen lui Ohm, se mai poate serio 


" 1 
Jv o Ме 78 o orks) (2.263 
Din aceste relatii rezultà o : tX. di 
peetiv à eàmpului &leótr М anumită distribuţie a densităţii de curent, res- 
aon erat Cou Аът > lomagnetio in funcţie de secţiunea conductorului 
Ee mai Mare ou : tà булы undelor electromagnetice (sau a curentului) 
concentrează pe n ^ д curentul (respectiv, undele electromagnetice) se 
fa 1 strat mai subţire de la suprafața conductorului 
| DENS a . Aceasts an 1 A 
| CE Aceasta este efectul pelicular (de sup faţă sau în limba 
engleză „skin effect"). Mărimea, $ y i 
SO Н ` a б, dată de relaţia [(2.261), se numeşte 
adâncime de pătrundere. A Т, / 
20 9 AR "d 1 1 20 T Ti H NJ 
і În tabelul 2.9 se indică valorile lui 8 pentru un conductor de cupru 
în cazul a două frecvenţe. 


Tabelul 2 5 


а д. Conductivitatea 3 А 
Materialul electrică (Q-1m-1) естен 4 | 
Cupru o = 5,8 .107 50 Hz 6 ст | 
Cupru о = 5,8107 5.105 Hz 0,06 cm | 
Din relaţia (2.254), adevărată şi pentru conductori, 
US 
m l 2 m ÎL ура DHL EGY E) 2254; 
H = —— (п. жЕ) = = |, (х Е) = (n х E), (2.254 а) 
0 u u 
se obține 
Н = Ve Е (2.264) 
вап 
1 
— iy Unies A 
лү eu Ие во, aam 
| a 7 eo n 


unde ¢ este definit prin relaţia (2.231). * А : 
Deoarece ¢ > 1, rezultă că in cazul metalelor energia câmpului 
magnetic este mai mare decât energia 'àmpului electric. 
b) Propagarea prin ghiduri de unde. Ghidurile de unde sunt tuburi 
metalice ойе prin care ве pot propaga undele electromagnetice, Acest 
mod de transmisie a undelor а EL Ка bo ME сао 
Lodge în cazul ghidurilor de Forma e A AAT 
A ^ lan 1 A04 п Сали E $ PAG ara 3 "nt р 
in A An TA Pe secțiune dreptunghiulară. Dezvoltarea remarcabilă 
în ED A decenii a cercetărilor fundamentale și experimentale, legate de 
fünoflonaroa " A notan diverselor tipuri de ghiduri de nn e ex plică 
prin faptul că aceste dispozitive sunt utilizate pe Hs largă in electronică, 
Yadiotehnică, în fizica nucleară și în alte domeni, 
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Undele electromagnetice se propa 
in mediul respectiv există suprafet 
pe care mărimile electrice sufer 
portă ca o oglindă care reflec 
au rolul de 


gă prin ghiduri de unde, deoarece 
e de separație (aer-metal sau vid-metal) 
й discontinuități. Pereţii ghidului se com 
tă undele electromagnetice sí care, astfel, 
а ghida undele care se propagă in interiorul acestuia, 

n ghidurile de unde se pot propaga patru tipuri (moduri) de unde 
electromagnetice. Alegând axa ghidului in direcția Oz a unui sistem Олуг, 
se definesc următoarele moduri : 

1) modul transversal, electromagnetice (TEM) în сате nu există 
linii de câmp pe direcţia de propagare (I, = 0, H: = 0); astfel de moduri 
sunt posibile numai în spaţiul din jurul unui conductor sau în ghiduri 
cu secţiuni multiconexe; 

2) modul transversal, magnetice (TM, „unde electrice” BH), pentru 
care Н, = 0, E, # 0, Е, |с = 0, unde С este conturul tubului; toate 
'araeteristicile acestui mod se pot exprima numai în funcţie de £,; 

З) modul transversal electric (ТЕ, „unde magnetice” H), pentru 

а А 

are Е, = 0, Н, #0, 28, = 0; în acest caz, soluţiile se exprimă 
Q^ |с 

numai în funcţie de H,; 

4) modul hibrid, pentru care H, # 0 si E, # 0 simultan; acest 
mod apare în ghidurile reale, ale căror pereţi prezintă o conductivitate elec- 
trică finită. 

Din punct de vedere practic, interesează în special modurile de 
propagare ТМ si ТЕ. Pentru a studia aceste moduri se folosesc ecuațiile 
de propagare ale câmpului electromagnetic în interiorul tubului (mediu 
dielectric, aer sau vid, vezi ecuaţiile (2.235) şi (2.236)) 


АЁ + suo? E = 0, (2.226) 
AH + souo? H — 0, (2.267) 
3 cunoscute sub denumirea de ecuaţiile lui Helmholtz. 


Având în vedere că propagarea are loc în direcţia z (fig. 2.63) se 
poate scrie 


E(T,t) = E(x, у) ее, (2.263) 


y EN us AES SES 
ERD Н (meu) eter. 2.269) 
Scriind operatorul Laplace, A, sub 
forma 
А= А, + Ага 
9? д% m T 
= er H 1) IS B70) 
дф? ey? дг? 
уота е 0—— 
X e 02 
unde A, mir + „ este lapa- 
Qa* . gy? 
ceianul bidimensional, ecuaţiile de 
propagare devin 
دي‎ 
(^. Lp =) 7 = 0, (8271) 
e 
w? , 2 
z (^. DAT. и) He (2912) 
Fig. 2.08 o3 
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ý тан 
3 ә 971 а 
I " d g7 РР " 
- 2 EA І & de эгоптас%аге 
= Р? E — mm 
А, + PE, = 22:1 
especi 
Ar + ya 0 2212 b 
А‹ ecuații se rezolvă. de e prin meto se 1 wia- 
bilelor 
Н Дт. = X(x) 2.274 
care. inlocuit in (2. 272 b) conduce la ecuaţia 
_ 92 dX ЖЕЗ ZEE 
X- == 43? XY — 0, (2.215 
dg? dz? 
de unde rezulíà 
d X ma 0 d*Y zy 0. 2 916 
dz dz 
+, Și у, fiind constante. Soluţiile ecuaţiilor (2.276) au forma 
X(r) = Acosy,r-- Bsin-,z,  Y(y) =C cos yy + D sin үзу. 


În cazul unui 
și înălțimea b (fig. 


ghid de unde cu 
2.69), pentru de 
ri xo ан 
se folosește condiția la limită —— 
єт 


ax 
dz 

ay | 
dy 


de unde ве 


dX 
dz 


dY 


dy 
obţin valorile proprii 


- 0, (2.318) 


30 a 


= 0, (2.2788) 


po | Уз 6 


пп 


а 


T 9e 


тт 


Ya == 
72 
b 


şi B =0 D — 0. 


аг, Фог 


> 977} 
tati) 


sectiune dreptunghiulară, cu baza 
terminarea constantelor de integrare 


0. care devine 


E 


E. 
^ Ё ~ 
UA Є 226 AAN 
/ x 
4 
P 4 , 
: M P a 
d 4 РА 
| j/ 
zd 
/ 
РА 
Fig. 2.69 


înlocuind relațiile (2.277) şi (2.279) in (2.274), se obţine 


Н.да, y) Н cos л. COS y. (2.280) 


Din (2.215) şi (2.216) rezultă 


1 2 a De 
=e] (2) ni is IE бей, (2.281) 
е? а b с? 


ос — СҮ, (2.282) 


Mărimea 


unde e este viteza luminii in vid, se numeşte pulsafie critică a undei Н. 
Evident, se poate introduce si lungimea de undă critică, А, prin 


9 9 » 9 1 
с 2пе n \2 m M l-5 = 
м =—— = = 2 - | — a (2.283) 
Ve Qc a b 


Relaţia (2.281) se mai scrie astfel : 


relatiile 


Prin urmare, unda H se poate propaga prin ghid numai dacă pulsatia 
ei о este mai mare decât pulsafia critică ог. Cu alte cuvinte, lungimea 
de undă ла undei Н trebuie să fie mai mică decât lungimea de undă critică 
^. De exemplu, în cazul propagării undei Н, (n — 1, m = 0), X. are 


'aloarea 
1 9 ET 
- Ei К | ?.. 9a. (2.2832) 
@ ' 


În figura 2.70 sunt indicate li- 
niile de câmp pentru E şi Bin ghidul 
pentru unda Ну. 

În încheiere, trebuie precizat că 
în ghidul de unde există si celelalte 
componente transversale” în raport 
cu axa ghidului, adică Bs, Ey, Hs, Hy, 
care se pot determina pe baza eeua- 
{Шог lui Maxwell în funcţie de com- 
ponenta axial H,. 

În continuare se calculează 
com ponentere transversale in functie 
de cele avtale ale undelor electromag- 
netice în ghiduri de unde (modul TE). 


Fig. 2:70 
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Dacă €, 6, și ?, sunt versorii axelor de 


coordonate, se poate serie 
E Е i 1 E. = (E, e, : Ee а. E.e ca 
H Ha + H, = (Н; 4 He) + Hir (2.282 а) 


inlocuind în ecuaţiile lui Maxwell, se obţine 


(У: t ёз m X (Ha + Heg) = іє, (Ё, + Be) 
| в E 1 p> 
АТ a sem MIE ee (Ё. + E, = > ір, + H,6,), 
Ca ы Е , 
y nop eta ME A 
unde V; = as H ea — . Prin separarea părţii transversale de cea 
0® ey 


longitudinali (axialá), din aceste ecuaţii se obţine 


Vix Hu = ієой,, 


= уе а E Е: 
VBX Est es — X Hu =ієо Eu, (2.282 b) 
сё 
ХА, SA E, m іцо 2 
E. “дед ES ў XT T. 
Vi E, 2 ез ЕЕ G si х E ү = کج‎ іон 1. (2.283 b) 
сё 


Ínmultind vectorial la stânga relaţia (2.283b) cu —ike; şi având 


А иче д 1 Е 
în vedere că = — i k, se obţine 
дё 


ikia x (N BX Cs) — &» x (63 X E.) = 
torial după regula а X (б хс) = b(a T) 


— kuon ëg X 2 


Dezvoltând dublele produse vec 
— ela- b), rezultă 
~ik VB, + HE. = — Коб X Н. es 


înmulțind (2.282b) cu iwpo Se poate асте 


ә ү 
== — сооро ү, 


iopo Vi Н, X êg + okuota X Ha 


de unde 3 
ороз X П, ооо a + loto Va H, X ès 


ET da 0983 c). 8 btine 
înlocuind această expresie In (3,283 о), se ont 


x ik lege, о H, x îsi 
Е. : -— VE „a ы: 3 
Y ү 


2 

: & , 

unde ү? = — — RP. 
€ 


Componenta Н, se obţine printr-un proceden analog sau 
regula mnemotehnică datorată simetriei ecuațiilor Ini 


când up > — eo), 
vy ід р буф 4 i . 
[y = 6 vH, -—9 v B, x 65, 
* ; 


Pentru unda Z, ecuaţiile devin 


H 
| 
| 
| 
«i 
H 
lm] 
ы 
X 
ج‎ 
еа 
Ра. 
4 
= 


7 


Caleulánd proiecţiile Е, şi Ep, se obţine 


: imu, 0H; іои CH, 
ly = — UL TEE E E, ж X s $ Е 
Tis ey A că 
şi 
ik 0H, ik oH, 
H, = — —-—-%, Hy -—— —— 
Тако ү: OW 


2.5.8. Energia transportată de undele electromagnetice. Тео- 
rema lui Poynting 


Energia electromagnetică totală, conținută într-un mediu de volun 
finit V, este (v. $2.5.3) 


aW Р. DEN ie 
AN e up up. se may. (2.285) 
dt д1 dt : 
y 
sau, având in vedere ecuaţiile lui Max well (2.194) si (2.195), 
aw ч S es SE EE 
di ju Tot H — П -rot E) ay — U | E dV. (2.386) 


ў Ра 
Ținând cont de identitatea vectorială 


H “vot ЇЇ — HT rot E = div (Н х В), 
relația (2.286) во serie 

aw SEO й EIE 

gi va (av arx nar A3 Bav 


v 
v 


V 
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sau, In conformitate оп teorema 


Green Gauss, 


dW E ` 
УКЕН v If N j +9 , a ses 
di {\ (E x H1) AS +| еј: dV, (2.287) 

y 

unde —- , lar X este suprafata. oar NS 
Р a lar 2 este suprafaţa care márgineste volumul V.'Termenul 


al doilea din membrul drept al relatiei (2.287) 
degajată la trecerea câmpului eleetrom 
de rezistivitatea р. 

Vectorul 


are semnificaţia de căldură 
agnetic prin mediul caracterizat 


Sp = Ё x Н (2.288) 
S лас A ^ Darni ас N 129-44 à 
se numeşte vector Poynting ȘI, în modul, reprezintă energia electro- 
magnetică trasportată prin unitatea de suprafață, în unitatea de tim p, adică 
densitatea fluxului de energie electromagnetică. ; 
Relaţia, (2.287) exprimă conservarea energiei electromagnetice a 
unui sistem izolat (teorema Poynting): viteza de descrestere a energiei 
electromagnetice este egală cu suma dintre căldura produsă (prin efect 
| Joule) în unitatea de timp si fluxul vectorului S, prin frontiera X a sis- 
temului. 
Vectorul Poynting are direcţia si sensul vitezei de propagare a 
undei electromagnetice, iar modulul său este egal cu intensitatea undei 
electromagnetice. Într-adevăr, pentru vid, se verifică uşor relația 


Sel =E xH] = 1 = wc = (60° 4 poH?) c= ЕН, (2.289) 


unde I este intensitatea undei electromagnetice. 

Vectorul Poynting nu are nici o definiție independentă de ratio- 
namentul expus mai sus si nu are nici un efect asupra bilanţului energetic, 
dacă div S, —0, aşa cum este în cazul câmpurilor statice, electric şi mag- 
netic, care se suprapun. Totuşi, formal, uneori, lui Sp i se atribuie o exis- 
tent independentă de modul sáu de definiţie. 


2.5.9. Radiația electromagnetică 


sider într- : 
2.5.9.1. Zona de radiaţie (,,Ѓаг zone zr Se 8 sies оек 
i i i ini і са з NIE 2 
(D) dat, o distribuţie de sarcini electrice in Tut у m те 
а sarcinilor electrice conduce la o variaţie 1n timp şi sp jiu a densiti ie 
sarcină electrică р(т' г) ўа vectorului densitate de curent ji a 1), us 
€ А. У ! i ә ), | 
T' este vectorul de poziţie al punetului Р' din domeniul D unde se afl: 
Ë ¬ __ el este distanța dintre punctul Psi 
; 51 = — r | este ani 
sursele, V =? — = Și Dr 
: itie est inatà de T. 
i xi poziţie este determinat: 
punctul de observaţie P, а dem TF’, V) sunt funcţii periodice de 
în cazul în care sursele el”, , 


timp, adică „ы E 
p(7, 0) = ed") e-i9 = )م‎ б, 2.290) 
ER 
ЕЗ -i Ме ? 
іо’ = jc) e ol : 2.991) 


dt, 0) = AC 
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potentialet retardate ACT, () 8 gr, 1) (5 8 2.05 1.3) dayin 


E 27 
; u ju r^) pr ý 
lir, 1 © о m Mi p i di : [2 202) 
n е 
(D) 
1 | к, ? lo, 
PF, t) ГА oto ot dY' (2.2943) 
In eg J 0 
(D) 
unde w = ek si k T 
/ 


Dacă dimensiunea d a sursei considerate este mică in comparaţie 
eu lungimea de undă A a radiaţiei electromagnetice (d <A), ве diating trei 
Zone : 

a) zona apropiată (sau zona statică, „near zone" in limba engleză), 
pentru cara 7 & ^; 

b) zona intermediară (sau zona de inducţie), in care r & А; 

e) zona indepártatá (sau zona de radiaţie, „far zone" in limba 
engleză), în care r > А. 

În numeroase probleme teoretice si aplicative, legate de studiul ra 
diatiei electromagnetice (si a altor tipuri de radiaţii), intervine cazul zonei 
îndepărtate, când punctul de observaţie este la distanţă mare faţă de 
domeniul D al surselor. În acest caz distanța R IT r’! se dezvoltă 
intr-o serie de forma 


N TRISTE = de E] ay (2.294) 
r 
ia » Я д 
unde 7 = — . Înlocuind (2.294) in (2.292) si (2.293), se obfine 
Z 
INS. р eorr) Ln due e-i- r 
ACE, == rum роз RTL \ jol y 2 EBERT TE ау”, (2.295) 
( D 1 — 
r 
1 ge- lk) Aa e. =: 
2 E RULES diae За Md 7 5 906 
gir, t) 4ле, r (a ) "y dl (2.296) 
(D) 1 ——— 
, 
Folosind dezvoltarea in serie, 
e pă 
سس‎ &[l-—ir —— +y + у = 
l ( 2 ) ty y ) == 
1 c S 1 ik ОИ 
Е (= — i) P: + (3 e TY к). FE... (2.297) 
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unde zr'— kw. uy NE 


Inlocuin ү iu а 29 ) t | 
a ( i} 2 ( i 
| LI 1 s ) 3 
Ci m] on ) 8 {= 9C ) se obt n rel { Э ) | | | | 
"0 1 4 = S l à \ її 

Oner te SI ) ) € t de fc rma 


Ч (T, t) = di ah € ү. (= ik) "M ., 
- ik] a-r 


Ес дё MEN 
i | „г z э > k) (n- "| dV”, (2 298) 


unde Фф reprezintă una dintre mărimile 4, 4 


_ r еі -Šf 
pU Rm 


r 


; lar P este una din mărimile 3.. à. ji. 
4x FEE ărimile j., Jy, Jz, c. 


Potenţialul vectorial se poate deci scrie astfel : 


LEE СОГА (2.299) 


unde А0 = F(7, 0\7 dV' este potenţialul vectorial pentru radiaţia 


(D) 


M A Cd 1 Zona ғат, - 
dipolului electric, AUI F(r, t) f rig Irc )n-r'dV', care este 
T 4 
iD 


constituit din doi termeni, dă potenţialul vectorial panira. кабаре dipo- 
lului magnetie şi, respectiv, pentru radiatia ev adripo u ui electric n i 
2.5.9.2. Radiatia dipolului eleetrie. În сарин cu re ара 
(2.299), dipolul electric, ca sistem oseilant, este caracterizat de un potenjia 
i х 
vectorial de forma 
ig, o = 4 (rar. (2.300) 
A(r, t) = 15 : \ 
(Di 
Având în vedere condiţia pe care о verifică densitatea de curent 
v 1 | 
rex d , T L] 7, ә. Y | 
ЕЧ ea = (#17 ғ", e) ay (2.301 
? |] 
i» o 
cinii electrice 
şi ecuaţia de conservare a sar 


[ 0. (2.302) 
— ieg(f- | 


pp FEY 
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relația (2.300) se serie sub forma 


: Um Q7 te Ar) 2 5 S 
ACh, t) r'e( r^) di 
in r \ 
1 
OR ш" | ep mua 
p dod (2.303) 
Ant ege r inec? ot 
unde 
p wor) dV' (2.304) 
(D) 


este momentul eleetrie dipolar. 


Deoarece B = V x А, din (2.303) se obţine 


M ik Ax Qi ir o) 8 ik | ol Ur oM) 3 
В = a V x| ——— jm - -7 -|X 7 
im e00 r LT egt L r 
(2.305) 
sau 
pax ik eir o1) j 1 ц, 9 
В = - —— - ik 25045 2 (n x р) ex 
Are. ^ 7 
2 e ikr-— o!) У, = 
ELIT a(n X P), (2.306) 
4T eo r 
ottir t, 
deoarece pentru zona undelor (zona de radiaţie), termenul E 
pă 
eitr - Wt) 
se neglijează în raport cu termenul - 
" 
Din ecuaţia Maxwell-Ampére se obține câmpul electric 
= ie = ie - ERS 
E = "m Vx В = P SL CSS Sen (2.307) 
0 0 


unde s-a considerat 7 = 0 pentru zona undelor. înlocuind (2.306) in (2.307) 
se obţine 


ч 16 k* ОАР) s 
BX pm x D |- 
0 n 


- 


k? air = wf) e fă 1 1 ^ P 
= — (ñ "X p) XH =a | e i 
4ле, r dreg er V QU 
Puterea medie a energiei electromagnetice radiato de dipolul eleetrie, 
pe unitatea de suprafață, este 
d P, 
as 


x J xd. (3.308) 


= (у, 3,300) 


unde 
OG = > Re (E x П*у (2.310) 


este media pe timp de o perioadă a veotorului Poynting complex. 
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Din relaţia (2.309) 


se obține puterea medie 


radiată de dipol | | 
papa 
Pa Ais dS= з, \ВеЁ x В+). ñr? до — | | 
200 . A ec : : 
S} (5) | | 
1 сети hi po 
E ү (E x B*) - nr? sin0 d0 do, (2.311) | și | 
(5) | | 
unde dQ = sin0d0 do este elementul de unghi 9-a or) 
solid corespunzător lui dS. Ínlocuind în (2.311) і 
relaţiile (2.306) şi (2.308), se obţine а b 
М Fig. 2.71 
I. | a ( 22 |? 
Pa = m | Р ET deese RARE (2.312) 
SAHE . |.Gi* | - l2zxe | et? | УТЕП 
N | 


Aceasta reprezintă energia medie emisă de dipol după toate direc- 
Ше, în unitatea de timp si se numește intensitate (sau putere) de ra- 
diatie a dipolului. 

De exemplu, două sarcini punctiforme +g şi —g, care oscilează in 
antifazá în jurul unui punct O (fig. 2.71 a) sau un sistem format dintr-o 
sarcină pozitivă +q şi o sarcină negativă —q oscilând în jurul ei (fig. 2.71 b) 
reprezintă un dipol oscilant cu momentul dipolar 


p = ql cos ot +8 = jocos ot, (2.313) 


unde l este dublul amplitudinii de oscilație, iar p este versorul axei dipolului. 

Dipolul oseilant emite unde electromagnetice, deoarece el este 
un circuit oscilant (fig. 2.72), în care s-a mărit mult distanța dintre 
armăturile condensatorului si spirele inductantei, obținându-se ceea ce 
se numeşte vibrator Hertz (fig. 2.72 с). În imediata vecinătate a dipo- 
lului („near zone"), distribuția câmpului electromagnetic are un sarac- 
ter complicat. Această distribuție are un aspect mai simplu in mw de 
radiaţie („far zone”), unde, într-un mediu omogen şi дир ше i e 
de undă sunt sferice (fig. 2.73). În orice punct X у li Cube. 
reciproce perpendiculari $i, totodată, sunt Le en ix Pup ier: Dole k 
a punctului M în raport cu dipolul, care, pentru » ро: 
considerat punctiform. 


Fig. 2.72 


Axa dipolului 


~" i 953 
73 Fig. 2.74 


Fig. 2. 


În fiecare punct, vectorii Û gi H oscilează după legea cos (ot 
— kr), iar amplitudinile de oscilație, m si Mm, depind de distanţa r până 
la emiţător” (dipol) şi de unghiul 0 dintre direcţia lui 7 şi axa dipo- 
lului (у. relaţiile (2.305), (2.308) şi fig. 2.73). Această dependenţă, pentru 
vid, are forma 


1 
Em Н, ~ — sin 0. (2.314) 
Я 


Rezultă că dipolul radiază cel mai intens în direcţiile perpendicu- 
x т А р : 
lare la axă (9 i» . in direcţia axei (0—0, 0 = п) dipolul electrie 


nu emite. Dependenţa intensitátii undei radiate de unghiul 0 se repre- 

zintă intuitiv eu ajutorul asa-numitei diagrame de  directivitate a 

dipolului (fig. 2.74). Această diagramă se construieşte astfel încât 

lungimea segmentului determinat de ea pe raza dusă din centrul dipo- 

lului să dea, la o scară cunoscută, intensitatea de radiaţie sub unchiul 0. 
Din relaţia (2.313) rezultă 


233 N2 
[уг] = Plot cos? ot = q? а?, (2.313 а) 


care, mediat, (‹ сов? ct» = 53) şi introdus în (2.312), conduce la relaţia 


= 
Р, = 8 Ае ы Ju nr (2.315) 
со 12n0* ea ro 
— Root сов? wt este pătratul accelerației sarcinii ee oscilează. 
Din relația (2,315) rezultă următoarele : 
a, Puterea medie de radiaţie a dipolului este proporțională eu pă- 
tratul amplitudini, 0219, а momentului electric dipolar şi cu puterea a 
atra 9 frecvenfei de oscilație. Din acesti motiv, 1а treovenţă mică, Tr 
йаа sistemelor electrice, cum este linia de transmisie a ourentului al- 
ternativ de frecvenţă industrial. (у = 50 Hz), este neimportanti. 


unde 1? : 
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b. Formula (2.315) îsi 
D tb PI 5) М ИТА КАК role ibit T : . чет 
oarecare (nu numai oscil | wà valabilitatea şi pentru o mişcare 


atorie) à sarcinii ө, ; QUE 
vă 1 JEU а NA 111 electi ісе, TA arce ï elec- 
trică în mişcare accelerată, adto Orice sarcină ele 


unde electromagnetice a căror putere 


i 7 p? 
. De exemplu, eleetronii acceleraţi c dice 
х atr ак Гн R 
nie pu ids datorită emisiei de radiație electromagnetică 
acest AV accelerarea oeleetronilan ? y ў Sed nei reda 
jinà la aproximativ 50 rea elec tronilor in betatron se poate face doar 
AE t S e À | ОД 500 MeV, după care energia pierdută prin radiație 
devine Ela cu cea comunicată ! de câmpul electric rotational 
ы 308 [| 10 7 s ' ч 
о păi a de cazul In care acceleraţia variază după o lege 
HEN NS và accelerație arbitrară radiația nu mai reprezintă o undă 
monocromatică (de un anumit À $i un anumit v), ci constă dintr-un 
ansamblu de unde (spectru) de diverse frecvenţe, adică reprezintă o per- 
turbatie electromagnetică ce se propagă în spaţiu. 


este dată de relaţia (2.315) 


2.6. Eleetrodinamiea relativistă 


2.6.1. Invarianta ecuațiilor lui Maxwell Și a sarcinii electrice 
in raport cu transformările Lorentz 


În timp ce ecuaţiile de bază ale mecanicii newtoniene sunt covari- 
ante în raport cu transformările Galilei (adică se reproduc exact într-un 
sistem de referință inerţial, cu ,,prim" dacă au fost postulate în sis- 
temul fără „prim”), ecuaţiile lui Maxwell ale câmpului electromagnetic şi 
ecuația forței Lorentz nu mai satisfac această invarianță. 

Încă H. Poincar6 (anul 1900) a descoperit că ecuaţiile de câmp 
ale lui Maxwell sunt covariante în raport cu un grup de transtormări 
de coordonate, care, mai târziu, a fost numit grup Lorentz. Din acest 
motiv se afirmă că electrodinamica maxwelliană a fost de la început 
formulată relativist. Noutatea einsteiniană constă, în formularea ei cva- 
dridimensionalá, minkowskiană si in înterpretările relativiste ce rezultă 
din teoria relativităţii restrânse. [ А арй 

Un alt fapt fundamental este reprezentat de капар sarcinii 
electrice, o proprietate ce este legată de conservarea gasoni, E DORA 
ecuaţia de continuitate arată că sarcina electi ică nu poa e fi з n SS 
anihilată, iar viteza de variaţie a sarcinii conținute оре m es К 
determinată de curentul care trece prin suprafața n qs нА s disc 
О consecinţă, întâmplătoare а сщт тео, N ТК" ш 
Mi EDI» ер ДО tei gei intermediul unor forțe externe, SAT- 
stare de mişcare în alt în absența curenților electrici prin suprafața 
cina ва nu ge poate к@ара, in y delir a unei particule, cum este elec- 
corpului, În particular, sarcina olo 10 de starea ei de mişcare; ea este 
tronul sau protonul, nu poate, capies Tai lucru se poate afirma despre 
aceeași pentru toţi observatorii. ^ " i în acest caz există o ecuaţie de 
masa totală а unui corp, eu toate en d оруй separat (ca în fizica new- 
continuitate. Energia si masa nu ве COD! 


A ; : 1 1, m ` A X 

tonianá), сі numai AI sue PENES a unei sarcini elementare de viteză 

Independența VA ê f că atomul este neutru, Diterenta qure 

a e pe pr prbtonului sugerează ой, intr-un atom, eleetroni; 
masele electro 
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хе mişcă mult mai repede decât protonii. Dacă sarcina ar depinde de 
viteză, neutralitatea atomilor ar fi violată. De exemplu, electronii din- 
tun atom de heliu se deplasează aproape de două ori mai repede decât 
în molecula de hidrogen. Totuşi, neutralitatea atomului de heliu $i a 
moleculei de hidrogen a fost dovedită cu o mare exactitate, observân- 
du-se devierea pe care o suferă astfel de particule atunci când ele trec 
printr-un câmp electric. 

În concluzie, invarian(a sarcinii electrice este considerată са o 
bază experimentală a teoriei electricităţii. 

Din punct de vedere relativist, sarcina electrică este un scalar in- 
variant al universului evadridimensional, având aceeaşi valoare în raport 
cu un referential inerţial oarecare 8, în raport cu oricare alt referential 
S' sau în raport cu referentialul propriu Sp, care se deplasează  impre- 
ună cu sarcina 


gj == i edVzq' =\ раў’ = do = Pod Vo: (2.316) 
Având în vedere modul de transformare a elementului de volum, 
daz dV dV' 
dV, = х,у = mu. ОЕ) ca l =; 
ба. [Ёсе p 
e? в 2 


din relaţia (2.316) rezultă că există invariantul scalar 


o = | cw n — (2.318) 


numit densitate de sarcină proprie. 


2.6.2. Cvadrivectorul potențial si cvadrivectorul densitate 
de curent 
După cum s-a arătat (у. 2.5.4.2), potenţialele eleetrodinamice А 
şi o satisfac ecuaţia lui D'Alembert, 


d -e M 024 e ә 
A S AA o А = Срј, (2.319) 
DIS: 
Clos А ^ S NERA (2.320) 
о Ql? €0 


Aceste ecuaţii pot fi scrise sub forma unei singure ecuaţii суайгїййшеп- 
gionale, dacă se introduc următorii doi evadrivectori : 
a) cvadriveetorul potenţial 


i n 
A = (A. AS. A*, A*) = (4. Au As т °) = (2, BI e) ; 
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р) cvadrivecturul d 


onsitate de curent 


J^ = (Jig у: 
* э, 3%, ^ 4 Y > а i ч 
4 ] ) = (Jay Jes Jes ice) = po u? 


Po - еш бє шс daz i da“ m 
d To AAT baia = pi 37 45 ats = (pf. іср) (2.322) 
j і — p di > 


unde ч“ este cvadriviteza 


Acum, ecuațiile (9 : M UN 
tiile (2.319) si (2.320) se scriu sub forma 


Bw > 
[14° = — hol? (a = 1, 2, 3, 4), 2.323) 
unde s-a avut in vedere că 
А 1 
ы == (2.394) 
| Soto 


Deoarece, prin definitie, componentele oricărui cvadrivector se 
transformă la trecerea de la un referential inerţial la altul aşa cum se 
transformă coordonatele . 


= 


a = ,1 2 A = > yoi 
= (ai, 2%, o at) = (т, уу 8; del), se poate 


scrie 
ال‎ = jz = y(J"! — 87, 
J? — 7, ge TS 
J* = y(J" + 1877), (2.325) 
1 
үте е 
we refi p be. 
c? c 


Faptul cá densitatea de curent si densitatea de sarcină sunt compo- 
nente ale aceluiaşi cvadriveetor, in cadrul teoriei relativităţii, reprezintă 
un lucru firesc. Într-adevăr, dacă se consideră mai multe sisteme de 
referinţă în mişcare relativă, atunci o anumită sarcină electrică se poate 
afla în repaus doar în unul din aceste sisteme $i anume in sistemul de 
referință propriu. în oricare alt sistem de roin BS FEQ se CSI 
sează şi deci reprezintă un curent (de convecţie). Pie шагы, км a 
de la o sarcină in repaus (cazul eleotrostaticii) Мы un ооа du m 
seamnă, simplu, trecerea de la sistemul de referință propriu 1а un alt 


sis e referinţă. i т 
т tul vum curge intr-o substanță si în cazul când р = 0, De 
e om isis densitatea totală de sarcină, compusă diu sarcinile 
s u, in » pene КЕЛЕ ЧОН 
сены A arse ue liberi, este egală cu zero im gistemul propriu : 
1 1 i 
е == р, P = 0 (3.326) 
ia, curentul poate curge, deoarece 


însă, la aplicarea unui câmp electr 
di > poti 2.397 
jeg ru p-ti- (2.331) 
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viteza dirijată a ionilor fiind zero. Un observator în mișcare, față de 
conductorul prin care curge curentul, va determina mărimile 


3. =), = == (2.328) 
p? 
IE Ta 


Я Legea de transformare (2.328) cuprinde o consecință surprinzătoare. 
În timp ce observatorul în repaus constată o densitate nulă de sarcină 
în conductor (relaţia (2.326)), observatorul în mișcare afirmă că р £ 0. 
Acest paradox aparent (sarcina electrică este totuşi un invariant !) poate 
fi explicat prin relativitatea simultaneitátii. Observatorul in mișcare, 
pentru a determina sarcina totală dintr-o porţiune a firului prin care 
curge curentul, trebuie să însumeze toate sarcinile din interiorul porțiunii 
la un moment dat. Dar, un anumit moment pentru cele două extremi- 
titi ale porțiunii de fir în raport cu observatorul în mișcare (două eve- 
nimente simultane şi necolocale) va reprezenta, de fapt, două momente 
diferite (evenimente nesimultane) pentru observatorul legat de laborator. 
Prin urmare, numărul total de electroni de conduetie determinat simultan 
în porţiunea considerată de fir (care reprezintă o parte dintr-un circuit 
electric închis) nu va fi acelaşi pentru cei doi observatori. 


26.3. Tensorii câmp electromagnetic 


În electrodinamică, este convenabil să fie exprimate intensitatea 
câmpului electric E si inducția magnetică В prin potentialele electro- 
dinamice A şi o (v. $ 2.5.4) 

5 OT дА sk 
B — rot A, Е = —grad e — ЖОГЫ; (2.329) 


În funcţie de potenţialul evadridimensonal, aceste formule devin 
дА, 0A, дА? дА? 


ду дг Qa? Qa? 
E p 0o дА, сз 0A* i QA! 
7 = Dl = = — ست‎ 0 — - 
s } da д! і да! dat 
244 э д1 
gá 10 (6 — dA | " » NA (3.331) 
da! дах 


unde s-au seris doar componentele după а, celelalte componente, după 
y şi 2, fiind analoge, Se observă că se poate introduce tensorul de ordi- 
nul doi antisimetrice, cvadridimensional, 
p дАз дА. (9 P 
48 == ve з , Liu 
да* да? 


n2 


) 


[o 
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unde componentele covariante A., A; sunt identice cu cele contrava- 


2 


mante corespunzătoare, А? si, respectiv, AŽ, in formalismul minkowskian 
cu coordonata temporală imaginară. 

Apariţia evadritensorului este eu totul naturalá. deoarece deriva- 
tele componentelor unui cvadrivector se transformă după regula de 
transformare a cvadritensorilor. Tensorul (2.332) se mai poate scrie sub 
forma matriceală 


0 В, Ж В, 24 i E, 
к 
=й, 0 Відно ae 
Ёз = е = Р. 2.333 
By — В, 0 —i == 
= 
A Ey E, 
1 — 1— 1— 0 
e e e 


Această descriere a câmpului electromagnetic cu ajutorul unui 
tensor antisimetric este legată de egalitatea numărului de componente 
independente (şase) ale tensorului antisimetrice cu numărul de compo- 
nente ale doi vectori tridimensionali. 

Acest rezultat se deosebşte esenţial de imaginea tridimensională. 
Deşi vectorii E si B se exprimă prin componentele potențialului cvadri- 
dimensional, insesi aceşti vectori tridimensionali nu se completează, 
pentru a forma cvadrivectori. În spaţiul cvadridimensional câmpul elec- 
tromagnetic este determinat de o mărime mai complexă decàt un vector 
si anume, de tensorul cámp electromagnetic (2.333). 

Într-un mod analog definirii tensorului câmp electromagnetic 
(2.333), pentru studiul câmpului electromagnetic зе mai introduce urmă- 
torii tensori cvadridimensionali : 

a) cvadritensorul ,,excitatie" G, 


аы сасе е Наар, (2.334) 
е SHEA O іа 
icD, іер, icD, 0 
b) evadritensorul polarizare (electrică $i magnetică) М, 
nud Bog (2.335) 
Ho 

sau n 

0 M, ~My ЇР. 

ie P 
=H, 0 M, ME. (2.336) 

Мз = M, ji M, 0 ic.P, 

—ioP,  —icPy -ieP, "0 
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unde 


р p toll, 
; , | haa 
PENNE eu. (2.331) 
Mo Шоб 
2.6.4. Relaţiile de transformare ale tensorilor сатр 
electromagnetic 
Se consideră, mai întâi, tensorii câmp electromagnetice F gi G 


intr-un sistem inerţial S fix”. În raport eu un alt sistem inerţial А”, 
in mişcare cu viteza v faţă de S, tensorii devin 


г" De L5 pv», (2.338) 
GQ Dt xD GA, 


unde s-a folosit convenţia de sumare a indicelui „mut”, iar L”. este 
matricea transformării Lorentz, 


dBy GO 1 0. 


B: = Bas В (в, гүлүн в.) Во (5. E Sr в,) ‚ (2.340) 


с? са 
== E, Юу = Yy(E,—B,), E, = ү(Е, + e By), (9.341) 
Di D= «( D — п.) Чи Г (2: ESS н, ‚ (2.342) 
с e : 
H, = Ha FH = ү(Н,-„ vDj), Н! = y(H, — «Dj. (9.343) 


Бе observă că, spre deosebire de formularea nerelativistă a teoriei 
câmpului electromagnetic, unde legătura dintre câmpurile electric si mag- 
netie apare са o consecință a datelor experimentale, în eleetrodinamica 
relativistă această legătură apare de la sine, Afirmațiile de tipul ,,eàm- 
pul are un caracter pur electric" sau „câmpul este pur magnetic” sunt 
relative, Câmpul electric, de exemplu, poate fi egal cu zero în raport cu 
un referențial și diferit de zero în alt referential, Dar dacă atât câmpul 
electric, cât şi câmpul magnetie sunt nule într-un reterenţial (Pg = 0), 
atunci în raport eu oricare alt referential câmpurile sunt, de asemenea, 
nule (744 = 0, vezi relaţiile (2,338), 
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OBR cd d mt 
20.9. Forma cvadridimensională a 


ecuaţiilor electrodinamicii 


Sistem 5 абан, i 
TOUR ; : ul de ecuaţii al 1ш Maxwell (2.194) — (2.197) se transerie 
in formalismul cvadridimensional al teoriei re] 


Фрее? VES ativitátii restrânse, deci 
covariant in raport cu grupul de transformări j 


Lorentz, astfel 
O c a gg 
дд? — 2 да? 


(pentru ecuaţiile (2.194), (2.196)) si 


J* (2.344) 


OF | Өе 4 Oa 


7 2.345 
да дл“ Qa? 1 (2.345) 


(pentru ecuațiile (2.195), (2.197)), unde о, 8, y = 1, 2, 3, 4. 

Într-un mod analog, folosind evadrivectorul densitate de curent 
(2.322), ecuația de continuitate a sarcinii electrice se scrie sub forma 
covariantă 


R 


0J* NOR | 
E Y ==! (2.346) 
да? а= 1 да?“ 

De asemenea, cu ajutorul cvadripotentialului (2.321), condiția 
Lorentz (2.208) pentru spaţiul vid, devine în transcrierea cvadridimensi- 
onală 


2.6.6. Invariantii câmpului electromagnetic 


După cum s-a arătat (v. relaţiile (2.340) —(2.343)), #, D, Н si 
В sunt mărimi relative. Atunci este firesc să se determine care mărimi 
'araeterizànd câmpul electromagnetic sunt invariante. 

În analiza tensorialá se arată că produsul scalar (contractat, sumat) 
al unui tensor covariant de ordinul doi, Fag, CU un cvadrivector contra- 
variant, V^, dă un nou evadrivector (covariant) 


Б.У? z Aa 
Dacă vectorul A, este coliniar cu Vj, adică 


(2.349) 
A, = Va 


i io) а tensorului Fag 
parametrul а ве numește valoare principală (proprie) 


пс TOK i (2.349) rezultă 
8i este un scalar invariant. Din relaţiile (2.348) şi (2.349) 


unde 8, este simbolul Kronecker. 


90, (2.350) 
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algebrice pentru componentele V, Condiţia necesară de existenti a soli 
tiilor nebanale este ca doterminantul coeficienţilor componentelor p? 
să se anuleze (ecuaţia seculari) 


Relațiile (2.350) constituie un sistem liniar si ошорёп 


det [Hag — adap | 0. (9.481) 


Înlocuind aici tensorul Faa din (2.333) se obţine 


ma Ууз 
а^ | Uu т) a? (1 19) 0. (2.39542) 


"n 


Pe baza relaţiilor lui Viète, se observă că se pot forma usor următorii 
invarianţi : 
I, = ауа», + ауаз + ауа, + а; + аа, + Cata 
72 


à E | . 
= В? — —— = invariant, (2.353) 
с? 


І, = ауа аа = — —— —— = invariant 


sau 
Е.В = Ё'.В' = invariant. 


Invariantii I, si I, sunt caracteristici „absolute” ale câmpului elec- 
tromagnetic. Afirmațiile de forma „câmpul electromagnetic este zero" 


(I, = 1, = 0) sau câmpurile electric şi magnetic sunt perpendiculare! 
(I, = 0, І, # 0) sunt exemple de afirmaţii absolute. Astfel, dacă E si 


B sunt perpendiculare, atunci ele rămân perpendiculare în raport cu toate 


sistemele de referinţă inertiale. Prin urmare, conceptul de undă electro- 
, Т 


magnetică plană este un invariant relativist, ce reflectă proprietățile 


intrinseci ale câmpului electromagnetice din unda plană. 
Dacă, în cazul unui câmp electromagnetic. oarecare, J; > 0 în ra 
port cu un sistem de referinţă inerţial, atunci în toate sistemele de re 


eA fae 
ferintá iner(iale |B| > — |E]. În acest caz se poate determina un refe- 
с 


renfíal în raport cu care câmpul electrie (dar nu şi cel magnetic) să se 


anuleze. 
Evident, se pot construi și alţi invarianfi ai câmpului electromag 


netic, cum sunt 
Ii mI —2D.D, 


Ij e П.Й, 


Es 2 
I, = A.A = Al + Ab А+-+„ Д = А+—--, 


0 


І, = JJ = ў — م‎ 
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3. UNDE 


3.1. Eeuatia propagárii undelor 
3.1.1. Generalitáti 


Mişcările într-un mediu continuu — cum ar fi, spre exemplu, apa, 
aerul, un fir, o membrană, un corp solid — pot avea atât un caracter 
de curgere, cât şi unul periodic. În primul caz, particulele mediului nu 
mai ajung în poziţia iniţială, pe când în al doilea caz, particulele mediu- 
lui execută deplasări mici, revenind succesiv în poziţia iniţială, de echi- 
libru. 

Experienţa arată cá o deplasare periodică a unui punct material 
— numit sursă — din interiorul unui mediu continuu se propagă din 
aproape în aproape la toate punctele mediului, ca urmare a interactia- 
nilor ce se manifestă între particulele mediului respectiv. Așadar, propa- 
garea unei perturbații într-un mediu reprezintă o undă. Această definiție 
generală nu precizează natura si forma perturbaţiei originare sau parti- 
eularitátile propagării. 

Particularizând, undele elastice sunt generate de perturbațiile meca- 
nice din mediile elastice, undele electromagnetice sunt generate de câm- 
puri electrice sau magnetice variabile în timp, undele magneto-hidrodina- 
mice sunt produse de perturbații elastice si electromagnetice, undele 
termice sunt legate de perturbații termice, undele de Broglie descriu miş- 
carea microparticulelor, iar undele gravitaționale — deocamdată neevi- 
denţiate experiemntal în mod cert — sunt generate de masele gravita- 
tionale (sau perturbări ale metricii spaţio-temporale cvadridimensionale). 

Studiul diverselor tipuri de unde este deosebit de important atât 
din punct de vedere pur științific, cât si aplicativ. De fapt, teoria undelor 
se confundă cu teoria interacțiunilor din aproape în aproape (contiguitate). 

Perturbaţia originară, care generează unda, se numeşte sursă a undei. 
Forma şi dimensiunile sursei determină forma undei. La distante suficient 
de mari — ulterior se va preciza conţinutul expresiei „Suficient de mari" 

- sursa poate fi considerată punetiformă. Sursa filiformă constă dintr-o 
distribuţie de surse punctiforme de-a lungul unei curbe, Sursa superfi- 
cială este formată dintr-o distribuție continuă de surse punctiforme pe 
o suprafaţă, 

Este evident că în regiunea sursei se moditică în timp valorile unor 
mărimi fizice, În urma propagării perturbaţiei se vor modifica valorile 
mărimilor fizice caracteristice ale punctelor mediului de propagare. Aşa- 
dar, mărimile fizice caracteristice vor fi reprezentate de funcţii ce depind 
de poziţie şi timp. Vom numi acente funetii, funcții de undă 


Fia, y, & 1) = (Ӯ, 0). (3.1) 


184 


У Ă ii , d4 
. . Funcțiile (3.1) pot fi RCRA, vectoriala 
întâlni undo seculare, vectoriale Fé iid 
Romareabil este faptul că n 


Lengsorin]e ete, pi deci уо 
tonsoriale ato, 
prin caro acestea se prop gi atl natura undelor, cât gi natura mediilor 
care deseriu idle e ا‎ nu influențează în mod semnificativ ecuaţiile 
de la condițiile de ao үтен кы perturbații ee constau în mici abateri 
a descrierii diversel tu: Vom sublinia eit In spatele identităţii formale 
tik profundă si R " fenomene ondulatorii se găseste o identitate fi- 
4 nma si цв identitatea desfășurării procoselor. de propagare. 
de oscilație a mări Ongitudinale snu transversale, dupá cum direcţia, 
E ea lin dm rim perturbate coincide вап este perpendiculară in 
raport eu direcția de propagare a undei 
Dacă în «li Өе : ga est : ў 
Y mediul dat se propagă simultan mai multe unde, descrise 


de funetiile de undă “(а > i y : 
i i AU, 3, 2, t) si dacă unda rezultantă, este deseriaă 
de functia de undă A 3 


atunci mediul este liniar. În caz contrar este numit mediu neli- 
mar, Mediile omogene sunt cele în care proprietățile fizice sunt aceleași 
în fiecare punct. Un asttel de mediu va avea o întindere nelimitată; 
în realitate fiecare mediu prezintă suprafețe de separație, care sunt se- 
diul unor salturi ale mărimilor de material. Pentru mediile neomogene 
mărimile de material depind de poziţie. Mediile anizotrope prezintă pro- 
prietăți fizice care variază în raport eu direcția, în timp ce în mediile 
izotrope nu există direcţii privilegiate pentru aceste proprietăţi. În medii 
dispersive viteza de propagare a undei depinde de caracteristicile acesteia, 
pe când în mediile nedispersive este constantă. i 

Mediile in care propagarea undelor se face fără generare de entropie 
sunt conservative. În caz contrar mediul este disipativ. > 

Un mediu omogen, izotrop, liniar, nedispersiv şi conservativ se 
numeşte mediu ideal. 


3.1.2. Ecuația propagării undelor 

Pentru a obține această ecuație într-o manieră cât mai intuitivă 
Să ne imaginăm ир sistem unidimensional de oscilatori eupla(i (fig. 

" € = " 


" ros x Yl a W'í т Хабпатг : гей sunetului ma- 
3.1). Este evident că mărime: F(s, t), măsoară abate Ї 


2 3 N N+*1 N+2 
с Ra al Y TYNE ONET ЖО, x 


Ax | ёк ы! 
| ) | Ax ер ЗИН MN 
E E 
| | | а | 
| | | | 
| | | N+ | N*2 

* | x 
| PS nA NC ve deer en vvv? ARAM моддй > 
4 
| W Qu) MINE Mv iet 
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terial față de poziţia sa de echilibru perturbatia poziţiei. În ipoteza 
tarbaţiilor miei, vom admite că punctul material N interacționează 
numai Cu vecinii săi, A | si N 1, prin intermediul forței elastice 
Dacă A este constanta elastică a resorturilor ideale с í l 
atunci forja elastică ce se manifestă intre 


per 


e leagă oscilatorii. 
punctele У — 1 și N egte 


Дт еў 

Py 1 ROM Pya) K [CN Аа Yy) р» 
(A = Deda + Pe la ОР Шр; 
proporțională cu alungirea resortului. 
tele N si N +- 1 se va ex prima astfel : 


1 + ёе), 2.34) 


12.24 


Analog, interacţiunea dintre pune 


; я Pte Ў 

Муцу R(ry,;— ту) = Krys — Vy + Аг). 
Forţa rezultantă, ce va imprima aceeleraţie punctului N, este 
dr, 


М1 US) eap (3.4) 


dt? 


P = Fu — Pia = KO — VW 


Oum zy = У. Az F (а, l iar Ал = const, 
resortului, ecuatia (3.4) devine 
dp 
m T = K(2 Vu Жу ут), 


lungimea nedeformantă 


„2 
TI 


cu m — masa oscilatorului (punctului material). 

Vom considera acum cá oscilatorii formează un mediu elastic con- 
tinuu, unidimensional. Aşadar, numărul oscilatorilor creşte la infinit, 
masa unui oscilator devine dm — 0, iar distanţa dintre oscilatori, la echi- 
libru, se micşorează, devenind dr — 0. Drept urmare, 


(2, 1 F(z, t) | 
Pour, t) ^ V(z — da, t) z Fir, t) — (2010 ze s CaA E — (dr) 
да 2 ёт? 
(2,1), 1 Fz, t) 
Жаан 0. (2 -- da, 1) еи (а) ا‎ qa H3 008 (а, 
єт а ex 


unde т este coordonata punctului N, У, (ау, t) = (2, t). In relaţiile an- 
terioare s-a folosit dezvoltarea în serie Taylor. 
Ecuația devine acum, pentru oscilaţii mici, 


а ( p» BEN (an TA 
e D i -K Cos t) (aaa (3.6) 
ot? öx? 
Prin definiție, densitatea liniară este 
dm 2T 
U 1 DNE 
dr 


deci masa unităţii de lungime a „tirului elastice”, În plus, forta elastică, 
“are deformează firul, este 
"= da (3.8) 


Cu aceste observatii, eeustin propagării undelor, in acest. caz particular, 
28 "A i 
2 QU», t) | Piw, t) 


0. (3.9) 
Dat pă ot? 
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Aici s-a făcut notația 


J^ 
\ T (3.10) 


mărime ee are dimensiunea, unei viteze 


În condiţii real : 

e unda se pro og în to bs T ‹ A " 
1 apt jate q etiüle в (06$ ecuația 
(3.9) se va serie propag lirecţiile și deci ecuația 


UN 2 = 0112759 
O (r,t) iy Q?T( T 1) | 0Y (f, 1) | QU F, t) 
Jy? "m | " ч 0. (3.11) 
да ду 02? p? gt? 
› B « : ; Р b UCAE 
Precizăm faptul că in ec даўа (3.11) expresia vitezei r este diferită in 
cazuri fizice diferite; ea nu are expresia (3.10) intotdeauna. Restráns, 
ecuaţia (3.11) se poate serie prin intermediul operatorului ху astfel : 
Tue WORE t) 
V FI, 0 = LL L0. (3.12) 
р? 9t? 
Să observăm că la inversarea semnului variabilei t, t + —t, ecuația 
(3.12) nu se modifică, ceea ce înseamnă că mediul este conservativ. 
Dacă Y nu este o mărime scalară, сі una vectorială, atunci fiecare 
componentă F, F, V, satisface ecuaţia propagării undelor. 


3.1.3. Unda scalară sferică 


Există căteva situaţii când soluţia ecuaţiei undelor (3.12) se obține 
relativ uşor. Aşa este cazul simetriei sferice. Acum funcția de undă depinde 
numai de distanţa, r dela sursa considerată, punctiformá, Fir, t). În funcție 
de coordonatele sferice r, 0, ф (fig. 3.2), oper ratorul y? se exprimă ast- 
fel. Considerăm un paralelipiped. curbiliniu, elementar, reprezentat in figura 
3.3. În plus, coordonatele w, y şi 2 vor fi funcții de coordonatele Qv 9. 9з 


t = aldi d2; 03), 
у = J(1, doy 05^; 
z = (d da d): 


Vig. 33 
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Dacă cele trei familii de suprafeţe se 
vom admite — sistemul de coordonate curbilinii se 
Dacă punctele P si P' sunt infinit vecine, distant: 


formitate cu teorema lui Pit: gora, 


intretaie 


ds? = da? 4 dy? + dz. 


Condiția de ortogonalitate menționată 
mai sus forma 


ds? — ds; + ds? fă 


uude s-a notat 


ds; = hdg, i — 1, 


= 
"N 
| 


-(2) ' (2) | (2 2 
(Ж РЫУ СУРАУ ВАВА A Р 


impune 


Prin definiţie, divergenta vectorului 4 — notată div a 


= А pe cH 
MU lim (а 
AcT—0 Ат; 


(S) 


— 


mds; 


pentru expres! 


Ori копа 
nume 
dintre ek 


va — este 


unde Ar este elementul de volum delimitat de suprafaţa. S; vectorul su- 


prafatá S are sensul normalei exterioare. În cazul figurii 3.3 


relația 


rioară se particularizează astfel pentru cele şase fete ale paralelipipedului : 


Va-Az = d,(9;) AS ;(q,) + alq + dg, )AS,(q; + dq) + à (qs) A S.(qs) => 


aq» + а4)А8 (qs +49) + daq) AS (93) == da(3-+dd3)AS (qs +443), 


unde ау, «2, аз Sunt componentele generalizate ale vectorului a 


trei axe de coordonate curbilinii. 


după cele 


În figura 3.3 am admis că punctul P are coordonatele curbilinii 


(d1, 92, da). 


Consideraţiile anterioare ne permit să scriem 
4,04)А8,(4) = а1(4) 4,04) cos 180° 
— alq) :d$, - dS, = — «(qa ` ha 


104.394) -AS (qı + аф) =а( + dq) 


da, 
dq dq) -AS (dq a q) + дд | [ава +- 
1 


IAS д 
2а104)А f) + a, чо И? + AS, dq, 
да, pa 


Asadar, 


(a, AS dq, = (ħa: Аз a,)dq, dqa 093. 


04, 0q, 
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а 


` dqa ` 493; 


AS(q)- 


д( 


0% 


= — а(@у)А5\(@,) 


AS (а, + dq.) cos 0° 


"EL > 


08, 


(QAS; dan. 


Y wt ^ \ i 
Un calcul identie conduce 1 


a următorul rezultat final : 


ü 
1 ) 

(ha * hy а) pal Un * ha aa) -] Я 

üla 1006 


Deoarece coloma 
Deoarece elementul de volum Ar este 


уа: Ат | 


dq, (n * ha а) jun «14 dq 


Ar 9. * : 
dsi + dsg ° da, hy, * ha `h * dq, * dga * dga. 


prin înlocuire in relaţia anterioară obținem 


Я 1 ) 
yu = f E (1 0 
- (ho ` ha’ ) ў J 
hr ha 2` ha't) 4 (ЛА * aa) тега 
1 2 ha КОШ д9, 1 Ла" d2) -| m (л, ° hg* аз) |. 
Este cunose apt ü 

direcţie E faptul că gradientul unei funcţii scalare f după o 
E ure RFA ARA DX MEI, ET х al: á : 
tia considerată ; gk proiec {ia gradientului acestei funcții după direc 

atá; este deci egal cu produsul scalar х 


N oun df 
(vhs = 
ds 
care Său agită derivata acestei funcții după direcția menţionată. 
-— in cazul coordonatelor curbilinii, componentele gradientului după 
direcţiile q,, q 51 qg vor fi, respectiv 
Ооа а E ja df 1 of 


ds, ha 09; 'ds, ha 04 ` аз» ЖМ да» ; 


În sfârsit, să menţionăm că, prin definiție, 


vif = у(у/) = уа; а = уў. 


Кавга] dj d А К Е 
Relaţiile f ; di др dau tocmai componentele ау, а; Și ag, се vor h 
ds, ds, ds, 


introduse in expresia pentru уа 
1 д [haha Of 0 [hh Of 0 (КММ QF 
gap | [ete 20) ا‎ 
а L 0d № 3M ддз V ha Oda ддз V hy 04s 
Aceasta este expresia operatorului 
funcției scalare f. 
Pentru coordonat 
explicităm pe hy, a lia, 


y? in coordonate curbilinii, aplicat 


în spaţiu — urmează să 


ele sferice — sau polare > urt 
iar din figure 3.2 


gtiind că qı =^ d» = Ф, ds = 0, 
у =rsin Onin gq, 8 r cos 0, 


ш =r sin 0 Сов p, 


Caleulând 
ds? = daz? + dy’ Jde + dre -+ re 81020 det 0? | 
anterioare, obținem 


și folosind rezultatele 
|, ha riin O, h, = 


һ 


În consecinţă, 


д 0 Am 0 0 | д | ai 
| | (v gin 95 E 90 (sn 00 де\вїп 0 09/. 


YER 
М ðr 1 


1? gin 0 
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хац, 


4 1 û ) 1 ) ) 2 
у= | (r ; | | . pi | ابع‎ -< (3383 
r? Lor gr sin 0 90 ûû sin? Û 92? 


Deoarece functia de undă nu depinde de variabilele 6 și 2, ecuația 
(3.12) conduce, folosind rezultatul (3.13), la 


1 9 f aTr 1 (ri 
BAI уа ОМА AR MERC e LU? NN 3.14 
r gr ar р? 012 
Este uşor de arătat că 
12:0 DAI 02 s 
Sr: PUR г? =] Ecri, En (КЧ 3.15 
Tr* Or дт г дт? 


ceea се пе permite să transeriem ecuația undelor (3.14) sub forma 


2 Ă | д? 


—- (TF) (rY) — 0, 3.16 
дт? 2 дг? 
DS. ; ETE 
deoarece variabilele independente sunt r ŞI t, iar p: =0. 
dt 


Pentru simplitate vom nota 
TET) (7.0), 

astfel încât ecuaţia (3.16) devine 
Ca ӘО?ЧЕ 
дт? DA de 


Dacă vom transcrie ecuația (3.18) sub forma 


=0. (3.18) 


it ii х 
(Е e (s mU PN (3.19) 
Or v Ot J Lor v "y 
și dacă vom realiza schimbarea de variabile 
б=т — №, n =, (3.20 а) 
П S p P 
r $c n), ee d dus jn b) 
2 2o 
cu jacobianul transformării J +20 # 0, obţinem 
0 05 д | дд д | 0 
aro or дЕ ar dm дЕ dm. 


0. 06 0 ду д Ari A 
= - - r e < =: р I 
ot 0t 0E — 0t On дё àv 
Eeuatia undelor devine 
1) n 
oder (ул) 20, (3.91) 
йт дЁ 
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Soluţia generală este evident 


de tipul 


YE, n) =/(®) + g(), (3.22 


i shi 


" 


unde f şi g sunt funcţii arbitrare 
tunetit se determină prin condiţiile 
tiale, vom avea j 


având argumentul menționat. Aceste 
la limită. Revenind la variabilele ini- 


МААК М т 

rE, t) —f(r — vt) + g(r + ш). (3.23) 
Gv | ЧАРНА Mm E 
e SS d Wu mrna fizică a funcției f. Presupunem că la momen- 
ч — 0, unda descrisá de această funcţie se găseşte la distanţa r; de 
SUIS: З mă, iar l; 1 ) 
ursa punctiformá, iar la momentul t, la distanţa r, Perturbatia se va 

EA T ^ MAF fi t 

propaga nedeformată de la punctul 7, la punctul r, dacă f(r) = f(r; — тї), 
adică ; ada 


m = EOU SS {де (3.24) 


Йй Unda descrisă de funcția f se numeşte, din acest motiv, undă pro- 
gresivd, ea îndepărtându-se de sursă. 

Un raționament identic ne conduce la concluzia că funcţia g defi- 
neşte o undă regresivă, ce se apropie de sursă. 

Se ridică acum următoarea întrebare firească : de unde provine 
unda regresivă? Răspunsul este următorul: dacă mediul este limitat, 
atunci undele regresive sunt determinate prin condiţiile de reflexie la 
marginile domeniului de propagare. Dacă mediul este nelimitat, atunci 
unda regresivă nu poate exista. Cum mediile reale sunt limitate, permanent 
sunt prezente atât undele progresive, cât şi cele regresive. 

Faza undei reprezintă argumentul — adimensional! — al funcţiei 
de undă. Pentru unda sferică progresivă faza undei este 


(r,t) = K(r — t), (3.25) 
unde E este o mărime constantă. Suprafețele de undă (de fază sau echi- 
intă locul geometric al punctelor mediului ce oscilează în 
‚ pentru t fixat vom pune condiţia ca 
(3.25), r = const., pentru că în me- 


fazice) reprez 
fază la un moment dat fixat. Deci 
Ф(7, 1) — const., ceea ce implică, după 
dii ideale т — const. Suprafeţele de undă vor i : È 
centrul în sursa punctiformă. Rezultatul este adevărat si pentru unda ste- 


i acum suprafețe sferice, cu 


Trică regresivă. 
Intereseazá acum. viteza Cu 
fazice. Dacă O(r,t) = const, atunci 
db z0-k(8"— v dt), 


care se deplasează suprafețele echi- 


T : amoaresive este 
de unde rezultă că viteza de fală a undei progresive 


dr (3.26) 
^ i 
dt 
dr 
0 ia de ful eate. T 
Pentru unda regresivă viteza de, ine dt 


х In concluzie, pentru simetria sferică, ecuaţia de propagare a undelor 
in medii ideale admite drept soluţie generală suma undelor progresive si 


1 
» 


regresive 


T 1 
YO, 0) = уи м) + 1 g(r -+ vt). (3.27) 


" ; 
3.1.4. Unda scalară plană 


Un alt caz în care se poate obţine cu uşurinţă soluţia generală a 
ecuaţiei undelor este cazul undelor plane. Acum, funcția de undă depinde 
numai de o singură coordonată spaţială — spre exemplu, ж — şi de timp. 
Menţionăm că totuşi acesta este un caz particular, după cum se va jus- 
tifiea ulterior. Aşadar, admițând că Y = F(x, t), ecuaţia undelor (3.12) 
ia forma 

2/m ору л 
O"F(z,t) 1 02% (а, 1) Е, (3.28) 
да? v? дї 


identică cu ecuaţia (3.18). Natural că soluţia generală este 


b2 


F(x, t) = (а vt) +g + vt), (3.29) 
unde f descrie propagarea undei progresive, iar g à undei plane regresive. 
Suprafaţa de undă (echifazicá) este planul v» = const., ceea ce dă si denu- 
mirea de undă plană. Această undă se propagă de-a lungul axei ж, cu vi- 
teza de fază о, pentru unda progresivă si — v, pentru unda regresivă. 
De fapt, unda plană este o undă sferică, studiată la o distanţă su- 
ficient de mare de sursă şi într-un domeniu suficient de restrâns (fig. 3.4). 
Conform figurii 3.4, sursa Г, punciformá, emite unde sferice cu su- 
prafata de undă X. Fie punctul P, situat la distanţa rp de sursă, centrul 
domeniului sferie (A) de rază R « r,. În acest domeniu, suprafetele de 
ndă sferice (X) au razele cuprinse în intervalul rp — R si rp + R, deci 
Тоатїе mari în raport cu R, raza domeniului (А). De aceea, aceste supra- 
" fete de unde sferice se pot asimila prin familia de plane paralele (x), tan- 
gente la acestea în punctele situate pe direcţia IP. Dacă М este un 


| 
| 
ixi Nm 


Fig. 3.4 
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у 
Y 
$ 
D 


punet din interiorul domeniului (A) 
niti complet de abseisa E i 


la momentul 1 faza undei este defi- 
abscisa fiind măsurată алш (п), pe care se găseşte punctul M, 
RDSCISN ЧАО ne o direcție normală la nl; n). Fazi d vi 
fi exprimată astfel : l a pue) Bozo inda va 


— 


D(5) = Ё — м. (3.30) 


ісі s-a considerat ai OOTAN Y ; А 
\ sa onsiderat numai unda progresivá. Folosind acest rezultat si 
(3.21), obținem pentru expresia undei in punctul M, 


T 1 
YM, 1) FAS — wl). (3.31) 
Dar r = (Fa + Ar] şi cum 


Ar < R < ть, putem considera rar, = 
= const 


~ obținând pentru unda plană progresivă expresia 

Y(M,1) = const. f(E — vt). (3.32) 
Direcţia perpendiculară pe planele echifazice se numeşte direcție de pro- 
pagare a undei. 

In figura 3.5 este redată situaţia în care unda plană cu suprafața de 
undă X se deplasează de-a lungul direcţiei Ё, expresia undei fiind dată de 
relația (3.32). Dacă 7 este raza vectoare a unui punct de pe suprafaţa de 
undă, este evident că 

ОЛЕ — = (3.33) 
unde $ este versorul directiei de propagare. De aceea, pentru unda plană 
progresivă avem în general expresia, 


T(r, t) =const. f(r: $ — vt). (3.34) 
3.1.5. Unda scalară cilindrică 


Pentru surse filiforme, rectilinii, de lungime practic infinită, cu o 
densitate omogenă de surse. unda prezintă simetrie cilindrică în jurul 
firului care coincide cu direcţia e (lig. 3.6). Folosind coordonatele eilin- 
drice, ecuaţia undelor (3.12) devine 

ғ D ¬ ay a27 aq" дын 
oF 1 û1 E E oY 24 E 9^1 == 0. (3.35) 


др? р др p? âp? 02? v? 00% 


м 


N 
LZ 
U 

N 


A rna 1 2 › >) 
= \ А Н Y Fir 

/ AE ett | 
/ ATAN | 
Исе PON ad | | 

о N y ok جل‎ 

BA \ ад. ае | ; 

v. N poa 

d 5)? á Pipe 


Dacă mediul este omogen si izotrop, Ч = (р, t) 


ORG Sd ЦА , ссеа ce simplifică 
ecuația (3.35) astfel : | р 


9"T(e, 1) i ОС 1) 1 û (6, t) 


Дааа Я за ЛЫР ТЕЧ) (3.36)‏ ا محا ی 
Р * j p» а ы е ик )‏ 
0р? р др p? 9t?‏ 


Solutia acestei ecuații se exprimă frecvent prin intermediul funcţiilor 
Hankel, 


3.1.6. Unda scalară, armonică, plană 


Referindu-ne numai la unda progresivă, aceasta va fi armonică 
dacă se va exprima prin intermediul funcțiilor armonice sinus și cosinus. 
Expresia funcţiei de undă este, în conformitate cu (3.34), 


V(7,1) —aexp[—i(ot — k * T — 94], (3.37) 
unde а, o, Ё, Фф Sunt mărimi constante, faza undei fiind acum 
$(7,1) = —ot Hk - Y HOn (3.38) 
iar suprafeţele de undă sunt determinate prin ecuaţia 
Ет =const,, (3.39) 


are reprezintă ecuaţia unui plan. 

Frecventa undei œw (terminologia din diverse cărţi pentru această 
mărime este frecvență unghiulară sau pulsafie; legătura, dintre frecvența 
у şi pulsafia о este о = 27у) reprezintă tocmai viteza de variaţie a fazei 


ð = — —. (3.40) 
Să analizăm periodicitatea temporală pentru unda armonică plană. 


Așadar, presupunem că, după intervalul de timp minim T, unda ате ace- 
leasi caracteristici în punctul considerat din spațiu, 


Y(7,1) = W(7,t +7) (3.41) 
Condiţia aceasta implică exp[—io T] = 1, 
adică 

р 

ATR 
Т =2т; e cm = 21у. (3.49) 


Suprafaţa de undă (5) (fig. 3.7), 
satisface condiţia Ф(7, t) = const. Pe acest 
—(3] plan, căci unda este presupusă plană, se 
găsesc punctele P, si Pa, infinit vecine. 
Folosind condiția menționată mai sus, 
obținem 

аФ(7, 1) == () = e: ۰ dF, (3.43) 
? 


deoarece t este fixat prin definiția supra- 
Fig. 8/7 fetei de undă. În expresia (3.43) am folo- 
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sit notația simbolică, 


eo co ФФ ^ (dy 
; . cO 
"y $3 71 4 4 , (“4 AA 
Ld ( ‚ 2 وۋ‎ GAA 
CT 03 ду p 3 j 


iv $2 ȘI is reprezintă versorii ; 
Cum dr este un vec 
1 co 
că vectorul —- este perpendicular pe 217 A 
ar perpendicular pe supr мәдә, de undă (produsul sca- 
lar este nul). Dar pentru unda armonică plană, faza undei este dată de 
formula (3.38) şi deci putem obţine 


vi Pss ixelor de coordonate Oz. Оу, respectiv O: 
1 pe suprafaţa de undă, ecuaţia (3 43) пе spune 


20 = 

— 7 (2 45 
yd J42:2j 
eT 


Așadar, vectorul k este perpendicular pe suprafața de undă, fiin 
orientat, conform definiţiilor anterioare, de-a lungul direcţiei де propa- 
gare а undei. Deci acest vector este coliniar cu versorul 7, introdus р! 
intermediul expresiei (3.33). Vectorul 7 se numește rector de undă 

Analizăm acum periodicitatea spaţială a undei armonice plane. 
Presupunem, pentru simplitate, că unda se propagă de-a lungul axei 
2 — deci / = (k, 0, 0) — interesándu-ne care este distanța minimă dintre 
două puncte ale mediului ce oscilează în fază. Fie 7. această distanță. Con- 
form celor precizate mai sus, 


Y(z,1) = Y(v + À, t) (3.46) 
Drept urmare, exp[ik?] = 1, adică 
2 AE 
kA = 27; Rer (3.41) 
A 


Mărimea ^ se numeşte lungime de undă. m "P 

Pentru a obţine legătura dintre constantele « și Ё, este necesar să 
ţinem cont de faptul că funcția de undă (3-31) satisface ecuaţia undelor 
(312). Un calcul elementar ne dă 


П = =—=—. (3.48) 
у— E ! 


i mind expresiile (3.42) 
Evident. aici v este viteza de fază a undei. Înlocuind expresiile (3.17) 
‚ 9 P 


şi (3.47), rezultă 


27 2T Уе Л (3.49) 
pus LAM 


ă di a parcursă de undă in timp 
Deci, lungimea de undă reprezintă distanţa оше a EUN 1 up 
de o perioadă (T). Observăm acum că OUD - Po după expresia (3.38) 
| ` ză in à. 
Aceatá constantă Ф, se numește (and, et A tăia 
Intensitatea undei este, prin definiţie, 


T qe = а?, (3.50) 
іаг E 
die ETT Gan 


este amplitudinea undei. În e 
proporțională cu energia tr 
iunojia de undă “A complex-conjugată, atât intensitatea, undei, cât și 
amplitudinea acesteia Sunt mărimi reale. i 


ele mai multe cazuri intensitatea undei este 
ansportată de aceasta. Deoarece Y* inseamnă 


} vă că i i : i 1 j X i 

"ne observă că intensitatea undei este invariantá în raport cu orice 
t ansfor mare a fazei undei: I — 7^ — I ехр(іх). După W. Pauli această, 
proprietate se numeşte invariantà de etalon de spela întâi. 


‹ 


3.1.7. Ecuația atemporală a undelor 


Expresia funcției de undă armonice plane (3.37) se poate modifica 
astfel : 


Y(7, 0) = Q(r)exp(—iat), (3.52) 
unde s-a notat 
Wr) = aexp[i(E -  4- Ф,)]. (3.53) 


Rezultatul (3.52) introdus in ecuatia (3.12) conduce la ecuația atem- 
porală а undelor 
УШ) + k*d(T) = 0. (3.54) 
Aici s-a folosit si definiția (3.48). Ecuația obţinută este de tip Helmholtz ; 
integrarea ei este în general mai comodă decât integrarea, ecuaţiei lui 
D'Alembert a undelor. 


3.1.8. Dualitatea undă — corpuscul 


Este remarcabilă asemănarea formală — dar profundă! — dintre 
ecuaţiile ce descriu mişcarea punctului material si a unei unde armonice. 
Într-adevăr, să analizăm tabelul 3.1. 


Tabelul 3.1 


Aspectul corpuscular Aspectul ondulatoriu 
25 сс. (8.93 а) oo * 
Н == = = брге. ес. (3.40) 
at vol. 1 öt 
3 28 ec. (3.93 b) A aD NUTUS 
pes = t =i ес. (3.43 
ar vol. 1 дг 


ои аш Dot e сае: 
Recunoastem imediat că ecuaţia (a) este tocmai ecuaţia Hamilton- 
Jacobi, H reprezentând energia totală, iar S acţiunea. În ecuaţia (b) P 


Н 
{ 3 tului material. Să mai observăm că raportul — are 
este impulsul punc { { t : 


^ d A € і 4 — ) 3 i avå l 
dimensiunea unei acţiuni — energie x timp — aceaşi dimensiune avånt 
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E p 
şi raportul— . Este cu tot îi 
м гаро tul—— . Este cu totul firesc. chiar dară ‚ 
Ё , стаг dacă aparent pur formal, să 
admitem că 
H — во S ^ À 
V 1 — 5 (3.55) 


unde à trebuie să fie о con 
tiuni. Antieipánd, vom pr« 


Este evident că expresiile 


universală având dimensiunea unei ac- 
2 227 A 

f z, еп 5 constanta lui Planck. 

bază tocmai ipoteza lui Louis 

"ulelor. 


== 


Să folosim сопа 
Aşadar, 


unde E este energia totală a microparticulelor, iar U — energia sa poten- 


ţială. Inloeuind rezultatul (3.56) în (3.54), se obţine 


MSS E с. S uA 


care este, cel puţin formal, tocmai ecuaţia lui Schrödinger, ce joacă un rol 
atât de important în cadrul mecanicii cuantice. 


3.1.9. Aproximatia geometrică 


Consideraţiile anterioare ne-au condus la concluzia cá о undă plană 
are amplitudinea şi direcţia de propagare identice în întregul mediu ideal. 
În situaţii reale însă, astfel de unde nu există, dar undele reale uneori se 
pot aproxima cu ajutorul undelor plane, dacă pe distanţe de ordinul lun- 
gimii de undă amplitudinea şi direcţia lor de propagare practic nu variază. 

În aceste condiţii se poate introduce noţiunea de rază. Razele suni 
curbele a căror tangentă, în fiecare punci, se confundă cu direcția de propa- 
gare a undei. Studiul propagării undelor în astfel de condiţii face obiectul 
aproaimatiei geometrice. Dacă unda este sonoră, putem vorbi de acustica 
geometrică, iar dacă este luminoasă atunci ne situăm in cazul opticii geo- 
mélrice. Acestea ar fi exemplele cele mal ilustre". 

Se intelege cá aproximatia geometrică este cu atât mai bună cu 
cât lungimea de undă este mai mică. Aşadar, trecerea de A ER ар 
dulatorie la aproximaţia geometrică se face prin intei mediu оце um 0. 

Ecuatia fundamentală а aproximaţiei geometrice маа să 
termine direcţia, razelor. Să seriem, десі, pentru fune(ia de undă armo- 
nică, expresia 

(7, t) = alf, 0 exp[is(r, 0]; (3.58) 
iie si timp — în conformi- 
iar funetia. S(7, t), numită 
ază destul de bine faza 
gi pentru intervale tem- 


unde a(7, t) este o funetie lent “variabilă de ров 
t п ipotezele aproximaţiei geonie ; Jar 
idi, ito eva й” a sensul că aproxime 
piale restrânse 


eiconal, este „evasiliniară , Ш 8 
(3.38) a undei liniare. În regiuni вра 
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porale miei, prin dezvoltare in serie Taylor până la primul ordin, rezultă 


28 0$ 0$ 2% مرچ 
i he‏ کد م ل S(r, t) = $(0, 0) +a у‏ 
да QM д2 et‏ 
sau, vectorial,‏ 
0$ 0$ “ 1—4„ 
3(r,t) —$,-- ۴ (3.59)‏ 
д1 д1‏ 
А : ; A s д8 :‏ 
unde s-a notat $, = 3(0, 0), iar grad $ = УЗ = — , Dar, in domeniul‏ 
дт‏ 


considerat, unde (3.58) aproximează unda plană, ceea ce înseamnă că 
expresiile (3.59) şi (3.38) sunt identice. Deci, 


k = —— Q —— — (3.60) 


conform eu rezultatele anterioare (3.45) si (3.40). 
Inlocuind acum aceste rezultate in formula (3.48), obtinem ecuatia 
fundamentală a aproximaţiei geometrice 


$12 $}? 
(se x (5 ) —0 (3.612) 
дт v? Vat 
sau, dezvoltat, 
$2 $12 $42 $12 
E ) ( | 1) 1 (©) = 0. (3.61Ь) 
д2 ду д2 v? 21 


Într-adevăr, rezolvând ecuaţia (3.61), aflăm funcţia eiconal, care 
prin întermediul primei ecuaţii (3.60) ne dă direcţia razelor. 
. Folosind rezultatele paragrafului 3.8, să reamintim ecuaţiile lui 
Hamilton pentru punctul material 


к= (3.62)‏ ا 


unde punctul semnifică derivarea in raport cu timpul, H fiind funcția lui 
Hamilton (energia totală). 

Dacă utilizăm aici rezultatele (3.55) — interpretate doar într-o 
manieră formală —, obţinem din (3.62) 


> до ) А 
E -—-—, PIT. (3.63) 
дт Ok 


Acestea sunt ecuaţiile analoge pentru raze, A doua formulă (3.63), 
foarte importantă, determină viteza propagării undelor dacă este eunos- 
cută dependența frecvenței undai in raport cu componentele vectorului 
de undă. Se va arăta în secţiunea 4 că această formulă defineşte viteza 


grupului de unde. 
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{ 
| 
i 
{ 
| 


ve 00 ce Gr {7 Р 2 
13 == = са du еза рые E 
И ci 2T 53 2n za 7 
с? di ck а T 
Ínlocmind aici ecuaţiile (3.63), se obţine 
ecuaţiile 3). ce obţine 
de 
E red py 
ai NU tg 


Așadar, frecvenţa undei п 
Dacă medina 


donate, т = (г). 


Se înţelege cá о fiind constant, k variază după 1 


T 
Pentru a obține variaţia direcţiei vec 
notația (3.65) și de formula (3.48), 


* Ü ? е са 39 ( 1 -à 
a a Hr ; 99 aR 
o dt v ór di 

Introducem expresia (3.69) in p! ima ecuaţie (3.68), 

di Sara Vo Ye 

dt t 
Folosind aici și а doua ecuaţie (3.68), rezultă 

3 - 20:99 Ve. 


torului X, ne 


von 


3 68 
si de 


(3.70) 
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lu intervalul de timp dí, raza progresează cu distanța dl = v d 


Deci 


, eliminând timpul, 


Sg 9-4, 
d? р 0 


ds 


Această ecuaţie detormină forma razelor; $ este, cum s-a precizat, ver- 
sorul taugentei la rază. 


Este 


Vom încheia diseutind problema ecuaţiei de continuitate pentru raze. 


cunoscut că această ecuaţie exprimă o lege de conservare, având forma 
Bis top ii 
Vj + tom. (3.72) 
et 


2 


“0 


În regim staționar — = 0, unde р este densitatea mărimii ce se conservă, 
"E \ 


iar 


О 


j — densitatea fluxului mărimii respective. 


Deoarece undele elastice sau electromagnetice, spre exemplu, trans- 


portă energie, 7 va fi densitatea fluxului de energie. Dacă w este densi- 
tatea de energie, atunci conform definiției densităţii fluxului de energie, 


care 


reprezintă energia ce trece în unitatea de timp prin unitatea de 


suprafaţă normală la direcţia de propagare, vom avea 


{ wV 20S vt be A DS (3.13) 
TE = == 200; j = WS, 3.19) 
St St 
cu V — volumul, v — viteza undei, t — timpul, S — aria. 
Revenim la ecuaţia (3.60), pe care о scriem astfel : 
ks = VS; k= |VS|. (3.74) 
În acest mod, după (3.65), 
$a 03 — ôS . 
г — وا‎ 9з 

3 VS ду дг (3 75) 
5 = = ` = , (9.49) 


да 
"18|: 28 \? 552 [089 
[ЧЕНИН 
да ду 08 


unde Тү, Ts, 7, sunt, vorsorll axelor. Dənsitator fluxului de energie se serie 


P= wv - NA (3.16) 
18| 
şi implicit ecuaţia de continuitate (3.72) în regim staționar 
78 او‎ 
v(w X ; = 0 (3.11) 
| 98| 


Aşadar, rezolvând ecuaţia fundamentală a aproximaţiei geometri- 


ce se obţine funefia elconal, care pormite apol determinarea distribuţiei 
intensității energetice а undel în spaţiu. 
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Grup de unde 


R o PRANS ` 
3.2.1. Realitatea grupului de unde 


| N nda armonică plani, definită prin 
idealizare matematică, In Sensul « 
infinită si o extindere spaţială, de 
se găsesc în natură. Prin in 


expresia (3.37) reprezintă o 
d ea implică o existenţă temporală 
А үлүш, infinită. Astfel de unde nu 
Ae vx: eda : ermediul lor nu se pot transmite semnale (in- 
formaţii). Într-adevăr, semnalul de transmis аА concentrat raoko 
anumit volum. În plus, pentru a nota începutul si sfârşitul evenimentului 
este necesar са semnalul să fie limitat in timp. Aceasta, inseamnă că am- 
plitudinea undei „purtătoare” se va modifica în intervalul de timp res- 
pectiv, ceea ce contrazice una dintre caracteristicile esențiale ale undei 
plane. Dar dacă amplitudinea nu este constantă, nici frecvența undei nu 
poate fi constantă, iar aceasta implică necesitatea modificării si a vec- 
torului de undă. ; 

Să arătăm că dacă amplitudinea undei nu este constantă, unda nu 
poate fi monocromatică şi plană. 

Vom admite că unda respectivă se exprimă prin relația 


F(x, t) = alx, t) exp[—i(et — Ка)], (3.78) 


[ 


unde amplitudinea a(x, t) este o funcţie de w si !, iar faza corespunde unei 

unde plane. Va trebui să obţinem un rezultat care să evidenţieze că mă- 
rimile o si k nu pot fi constante. ў 
Evident, ecuaţia undelor plane trebuie să lie satisfăcută, 

o? THORNE 

да? v? д 


0. (3.79) 


Caleulám derivatele 


GE < T ikajexp[—i(ot — Ra) 
да 02 
LONE ie Jagen. = 25 ika) ik |ехрї— iat — kel, 
да? да? de lo ! (3.80) 
2E x (= =: ion jexp-ito — Ке), 
ôt дї 
DE Dom _ io 0 (= ing | 5 [ot — Rol: 
ae ав at dt 


ate im ecuația undelor şi separăm părțile 


st zult 
Înlocuim aceste rezult mpa nd e 


reale de cele imaginare ale expre 


) ل‎ a o 
da 3 1 ё%. TE tan в 0), (9 81) 
— ka ~ a alè o 
да 
* X 24) 
k ёа o (у (3.52) 
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ў А е о) 3 à ' i 
Reamintind că v» = —, relaţiile anterioare devin 


k 
da 1 a 0 4.83 
AL АДА 3.8; 
дт" р? gt? ! dpa 
да 1 да 
سے ست سإ سے‎ : 0, (3.84) 
Qa v ot à 


Dacă о nu depinde de variabilole 2 şi і, atunci ecuaţia (3.83) se poate 


serie sub forma 
д 1 д ; 1 ё 
Е 2 0181 е цэ CA hate ge (3.85) 
da v 21) \ да v 21 j 


Ţinând seama si de ecuaţia (3.84), rezultă 


д Даке uo 
Macs жие Ну (3.86) 
да v 21 
sau | 
д dip 
ب‎ # 0 3.87 
om v ðt i (580) 


oricare ar fi funcţia asupra căreia acţionează acest operator. Dar această 
implică faptul că v este o funcţie de 2 şi t, contrar ipotezei. 

Їп acest caz vorbim despre un grup de unde, pentru că această undă 
„neplană” poate її exprimată са o sumă nelimitată (sau integrală) de 
unde plane cu frecvenţe şi, implicit, cu vectori de undă diferiți. Aşadar, un 
semnal este rezultatul suprapunerii de unde plane riguros armonice, care 
într-un anumit loc din spaţiu sunt reciproc intensificate, în timp ce în 
restul spațiului ele se anulează reciproc. Astfel de unde compuse au anu- 
mite proprietăţi importante ce vor fi evidenţiate în continuare. 


3.2.2. Viteza de grup 


Sá admitem că frecvenţa « a undelor plane ce formează grupul de 
unde variază în intervalul 


A A 
oo M S ۵ < 00 p 


unde w, este frecvența medie sau freoventa purtătoare, lar Ао $ у, Pentru 
o frecvență dată, după (3.37), amplitudinea alw) este constantă, dar di- 
ferită pentru diferiți о. Aşadar, 


WF, 0). == a(o) oxpi ilot — 8 7), (3.89) 


pentru cazul în care faze iniţială este zero. Să admitem acum că a(«) este 
constant, dacă о aparţine intervalului (3.88), și osto zero, când œ nu 
aparţine intervalului menţionat. 
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Oseilatia rezultantă va re 


prezenta suma undelor plane (3.89), adică 


Ао› 
wt - i Ato 
2 091 Pu 


X a," v à \ Р "Y d 5 ES "o" 

P(r,t) = \ 6)7, 0) do = а | exp[—i(ot— k-T)] do. (3.90) 

Sd ET 

d.i і ‹ m aen) 19119754 du XT Í "i i 

e, S-a menţionat că dacă о variază, si vectorul de undă X variază, deci 
k = k(e). Să dezvoltăm (c) în serie Taylor în jurul valorii og 


y - dX 
h(o) > (оо) + E (o — в). (8.91) 
ао CA 
Observând faptul că Elwo) = Eo ecuația (3.91) devine 
= =s 1X 
k(o) = kg + S (о — Фу). (3.92) 
do o, ; 


Înlocuind in (3.90), obtinem, dupá efectuarea integralei, expresia 


i | gu dE E | 
8101417 — у ° (5) — 
do/s,] 2 
е (5 Ao 
Tp [рге EET 
| m 2 


¥, t) = а ^o 'expl—i(oot — ko-7)]- 


(3.93) 
Cu notafiile ai : A 

& ` сә . 

T,Q)e|t—r:[ bk (3.942) 
ы | 1 EA 2 pin 
q(7, t) = aAe exp[—i(eg! — Ee - 7)], (3.94b) 
rezultatul (3.93) devine | 

YG, 0 = (95,075 z (3.95) 
Unda rezultantă este deci asimilată unei unde de pulsatie e si 


i Qj SM & 
vector de undă Fẹ, dar cu amplitudinea modulată de factorul ——. 


Este clar faptul că unda rezultantă nu este plană. O asitel de undă se mai 
numește și pachet de unde. i Pe 

În figura 3.8 este redat graficul funcției gin 

| i ў "entr \ tu Е = тп; 

"entr = obţine maaimuul central, iar. pen E = 
m == T о. ш тЫ mule, Maximele secundare scad rapid 0 
dată cu creșterea lui E. Distanţa cuprinsă între minimele de ordin întâi — 
pentru m == + 1 — se numeşte lărgime a pachetului (grupului) de 


е Notajla (8.94) arată că q(, 0) definegte o undă plană. Grupul de 


unde obținut prin modularea undei plane (7, 0), este deei localizat într-o 
regiune puţin întinsă în spaţiu. . 
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Partea reală a expresiei (3.95), ce descrie grupul de unde, este 
sin £ 


Е) 


eos (ouf. — E, - F), (3.8 


Re Y(r, i) = a No 
reprezentarea grafică fiind redată in figura 3.9. Curba punctată (a) re 


E Е sin £ . rl : Ced ide 
prezintă funcţia + „iar curba plină (b) descrie variaţia funciiei 


> 
cosinus. 
În timp poziția acestui grup de unde se va modifica, ceea ce exprimă 
fenomenul de propagare a grupului de unde. 
Viteza grupului de unde se poate defini ca viteza de deplasar 
maximului principal al grupului. După cum rezultă din figurile 3.8 şi 3 
conform expresiei (3.95), maximul principal este dat de condiția 


t =|: dis la = ag (3.97 
doja J 2 


i \ 
atei Аа pent eiere od "up 


üt 
І (3.08 
n Lai) Р wed 


Deoareee. amplitudinea grupului de unde 


in acord eu formula (383) 


їп? 
LO t) а No К 2 09) 


variază in spațiu si timp, se poate defini o supraluti de egală an ü 
dine, ea find locul geometrie al punctelor care au la un moment dat ace- 
easi amplitudine : ACF, 0) = const. Notatia (3.99) implică (7, f) = const. 
in această ipoteză, dë 0, coca со conduce la expresia (3.98) a vitezei 
де grup. Viteza de grup se poate defini si ca viteză de propagare a supra- 
celor de egală amplitudine, in particular viteza de propagare a maximului 
central al amplitudinii, 

Viteza de propagare a fazei (og! — Fy ° 7) à undei (3.95) este evident 


[О] 
v 3 (3.100) 
ho 
admitànd ky ` F = kor, deci vectorii Ra şi F sunt coliniari. 
Prin această partieularizare, si relaţia (3.98) se modifică în modul 
următor : 


lo 
TM (3) (3.101) 
dk aa 


Vom romarca că viteza de fază este o mărime inaccesibilă măsuri- 
torilor directe. 


3.2.3. Medii dispersive 
Їп mediile ideale viteza de fază este constantă, independentă de 


frecvența undei, deci 


9 


ан а ЗА (3.102) 
ак Ju 


viteza de grup coincizând cu viteza de fază. : M 
Dimpotrivă, pentru medii dispersivo viteza de fas nu mai este con- 
stantă, depinde de frecvența undei şi atunci 
" de 5) 
f Ба еи 
ЯАЛАА 


А А) t 


Om Ў 
Reamintipd relația A = =. se obţine 


= 


S) ; (3.103) 
TU 


v, ze y | 


20% 


cate este relatia tui Rayleigh, Pentru mediile pedi persive obtinem iarñsi, 
din (3103), mexultatul (3,102), Duel dispel n ente TOT pronuntata, in 
eursul propagării are loe destrimaren grupului de unde, deoarece vitezele 
e(a), cu oaro se propagă undele elementare eare compun grupul, «unt 
foarte diferite, 

Este unanim recunoscut in momentul de faţă că interaetiutil 
se pot propaga cu o viteză superiom vitezei de propagare f luminii în 
vid. Să observăm în acest context că relația (3.103) permite — cel puţin 
in principiu — obținerea unei viteze de grup superioare vitezei luminii 
in vid, De aceea vom menţiona că viteza de grup poate fi privită 
ca viteza de propagare w unui semnal când este mai mică decât viteza 
luminii in vid, о. Dacă, formal, v, ^ e, atunci se impune o analiză mai 
amănunţită, care n fost efectuată de către A. Sommerfeld. 

În cazul în care (5 ) > 0, rezultă e, <w. Această situaţie cores- 

ал/ы, і 
à Sis i VM de i 
punde dispersiei normale. Dimpotrivă, pentru (5 | < 0, avem cazul 
d2 /o, 

dispersiei anomale, când v, > e. i 

Într-un mediu dispersiv noțiunea de viteză de fază își pierde sensul 
intrinsec, deoarece acolo este vorba de o mulţime de faze ce corespund 
undelor plane componente ale grupului de unde, fiecare propagându-se 
cu viteză proprie. 


3.2.4. Monocromaticitatea grupului de unde 


sin Ё ы L S.T. А 
Factorul T modulează unda plană d(7, t), delimitànd in spaţiu 


э Р پ ره‎ "T n" 
şi timp grupul de unde. Reţinem deci importanţa deosebită a mărimii 
E(7, t). Să presupunem acum că la momentul t mărimea (7, ) va avea 
valoarea Е,(7, t), iar la momentul ta valoarea Ev, ta), în acelaşi punct din 


spaţiu. Folosind expresia (3.94 a), va rezulta 
2217, ta) = ET, t) = (to = t) е (3.104) 


Ne interesează să aflăm durata grupului de unde. Pentru aceasta 
vom observa, conform figurii 3.9, că amplitudinea este semnificativă 
pentru intervalul (7, ta) — EF, А) = r, dar, considerând şi maximele 
secundare, ко impune ca 


Е а) m bE a т. (3.105) 


Notând cu At =t, — t, durate grupului de unde în accepțiunea de 
mai вив, relația (3.105) ne dă următoarea legiitură între durata grupului 
de unde și monocromátieltateu sn 


Ao i A > 2n, (3.106) 


Am obținut a&tfel o primă relafie de nedeterminare pentru grupul 
de unde. Semnificaţia sa fizică nre о maro importanţă principială, Intr 
adevăr, pentru ea o undă să fie monoeromoatiedt „este necesar са Ao = 0, 
ceea ee implică Ді — co, deci unda trebuie să aibă о durată infinită. O 
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l 


Asemenea situntle nu este realizabili practic, ceea ce face ca unda mono 
cromatic să fie un concept: fizie idenlizat -d 


Dacă inmultim inegalitatea (5.100) cu fi Р , h fiind constanta lui 

FS a 
Planek şi folosim cunoscuta relatie е : 
obținem relația de nedeterminare Heise 


М pen oun unei cuante, 
( iberg, atát de importantă penti 
fenomenele cuantice, á А pete 


At * ДІ > }, 


„Această observație sugerează faptul că unei particule i 2e poate 
asocia un grup de unde. 


(3.107) 


3.2.5. Directivitatea grupului de unde 


Insási definiția vitezei de grup evidenţiază faptul că 
unde nu poate fi strict directiv. Într-adevăr, dacă + = (0) 
după cum s-a evidenţiat în paragraful 3.2.2, pe durata At a 
unde acesta se propagă pe distanţa, 


un grup de 
gi k = (о), 
grupului de 


AT = 0, At. (3.108) 


Dar, după definiția (3.98), vom avea in continuare 


Ка (22а (28) мт (S. Atî; e ALES, 
Ak оо V Ak, ов Cy | ©; о 


de unde obţinem 
Ax Ak, Ay * Ak, = Az * Ah, = До “At > 2r; (3.109) 


variaţia Ak fiind considerată față de £j, iar Ac, față de oo. - 
Rezultatul (3.109) exprimă cel de al doilea grup al relațiilor de nede- 

terminare pentru grupul de unde. .— E 
Ipoteza lui de Broglie, exprimată prin a doua ecuaţie (3.55), per- 


mite să se serie Ap = ЛАЛ, ceea ce conduce, prin intermediul rezultatului 
(3.109), la un alt grup de relaţii de nedeterminare Heisenberg 


Az - Ар, > h; Ay · Ap, > h; Az : Ар, > h. (3.110) 


Dacă grupul de unde este strict localizat, adică Ax, Ay, Az — 0, 
atunei, după relaţiile (3.109), vectorul de undă nu este determinat, 
2], á re 
7 ky, Al, = со. ЕЕ 
Leid x cn de vedere fizic, aceste rezultate exprimă ur mătorul fapt : 
dacă Бр de unde este localizat — și este, рп D definiţia sa — di- 
recţia lui de propagare nu poate fi riguros constantă. 


3.2.6. Analiza Fourier a grupului de unde 


um evidențiază faptul că orice grup 
adică poate fi deseris ca o suprapu- 
frecvente, Descompunerea aceasta 
iul cum depinde de timp compo- 


Rezultatele obţinute până au 
de unde poate fi descompus 0 
nere de unde monocromatice de diferite 
are diferite caractere in funcţie do mot 
nenta respectivă a undei, 


207, 


1 iix ^ { Г A 
Ne vom referl mal întăi la situatia când de 
Ireevente ee formează un sir diseret de 
gen apare la dezvoltarea unui câmp pur periodic, însă nemonocromoatie 


comptunerena eontine 
valori, Cel ma simplu caz de nessi 


Este vorba despre dezvoltarea în serie Fourier, În această dezyoltare арал 
numai frecvențe multipli întregi ai frecvenței ciclice fundamentale” 
o *2m/T, unde 7' este perioada câmpului, i 
„Dacă f(t) este o funetie periodică în timp eu perioada T, deci flt) 
Jt + T), atunci en ве poate descompune în serie Fourier astfel : 


oo 


Ju) = Rel ¥ f, exp(—inogt)h, (3.111) 
n=0 


unde f, =a +ib, cu by =0. Simbolul Re {...} inseamnă partea reală 
a expresiei din paranteză, Este evident cá expresia (3.111) se poate scrie 


sub forma echivalentă 


со со 
f(t) = а, 4 yj a» сов поі + y b, sin nog 1. (3.112) 
nel nom] 


Se arată uşor că mărimile f, sunt determinate prin intermediul 
integralei 
В 
А 2 ( ; e 
În = T MO exp (2200) di (n> 1). 3.113) 
Û 
Pentru determinarea coeficientului ау procedăm astfel: deoarece 
funcțiile sin тоо gi cos nog Sunt mărginite, înseamnă că, 


Т 
lim cos nogt dt = lim sin поі di = 0. (3.114а) 
T=% D Too 
0 
Apoi, 
ar 
lim + (aidh = 31141 
nm ao dt = a, (3.114b) 
0 
ceea се conduce, prin intermediul relaţiilor (3.114), la rezultatul final 
1 T 
% im (O ar = qu». 
0 


în cazuri mai complexe, în dezvoltare pot exista frecvențe care 
gunt un multiplu întreg şi sume de astfel de multipli ale câtorva frecvenţe 
fundamentale diferite, incomensurabile între ele. 

Pentru а dezvolta funcţia f(t) în integrală Fourier, vom admite 
prezența unei serii continue de frecvențe diferite. Funetiile f(t) în acest 
caz trebuie, de cele mai multe ori, să tindă spre zero, când t tinde spre 
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infinit. Dezvoltarea in integrali 


Fourier este 


Ro \ fa exp( —iot) do, (3.115) 


J 
— 00 


1 ` v ` 3 A \ ` M" R d 1 М М 
unde componentele Fourier Î se determină astfel: 


oo 


fo ECT MO exp (iof) di. (3.116) 


—со 


Deoarece f(t) este o mărime reală, din (3.116) obținem 


ж 4 - 

Ј = (3.117) 

Să admitem că în punctul 7 —0 sursa de unde progresive emite 
unde, astfel încât dependența lor de timp este 


Y(0, t) = f(t), (3.118) 


unde f(t) se poate exprima prin intermediul unei integrale Fourier. 
Fiecare armonică a dezvoltării (3.115) produce propria sa undă armonică 


progresivă, cu vectorul de undă М) şi viteza de fază v = Ka) Unda 

0) ۵ 
progresivă totală F(7, t) reprezintă suprapunerea tuturor acestor unde 
progresive armonice. Aceasta înseamnă că din W(0,1) îl vom obţine pe 
W(r, 1), dacă în expresia (3.115) se înlocuieşte ої cu ої — Е * r, 


Ft) = E exp[ —i(ot — T- т)] do. : (3.119), 


Rezultatele (3.90) şi (3.119) sunt identice. Deoarece k variază cu ©, 
înseamnă că Y(7, t), pentru t fixat, nu-și conservă forma. Este cazul me- 
diilor dispersive. M | k 

Dacă mediul este nedispersiv, lar grupul de unde se propagă de-a 
lungul directiei Т, ce face unghiul « cu 7, 


LA = ‚ A cos a 3.120) 
ai (бон) =o ft S M D (3.12 


[0] 


iar ecuaţia (3.119) devine 


со r UM 
= p| i — — COS le. 3421) 
Y(r,1) = | fa exp | io ( cos JI O ( 
1 gi (3.191) ne conduc la 
în concluzie, relaţiile (3.115), (3.119) si p ) eur is 
(7, t) = Y(0, 1) eu t = М ау F ` ۰ 4 


} 'eslv 3 4 ag Tiri să-şi 
11 1 ‘Biv 14 progresivă se Propus \ N 
i, intr- à Bpersiv, o unt 

Deci, într-un mc diu nedi 


J т si omentult 
M lei într-un punct 7 $i la mon 
: aracteristicile undei intr-v VO 
адо na ése 7 =0 (în sursă) la momentul anterior t 
gunt aceleagi e 
209 


14—c. 567 


d Эрго exempiu, în cazul wedixpersiv, ne vom Voturi la un puli gau 
Ssian de tipul 


iu, г й 

YO, 0 SPI \, (3.123) 
* Ч i ^ A Ё 
Conform rozaltatului (3.122) unda progresivă se va exprima азо! 


Yip, 0 O, (^) бөр | s ) 4 exp 


— 
— 


(3.124) 


Folosind analiza Porter a grupului de unde, să justificàm rezultatul 
(3.124) 
Din tabelele matematice se ştie că 


>> 
r {ж Y 
^ " b s = os 
\ соз br » exp ( —a*2?) da . exp| — ) (3.1252)! 
J a V 48“, 
00 
si 
eo 
\ sin bx ~ exp(—a2a2) de = 0, (3.125b) 


dacă a > 0. 
Ecuația (3.123) dă 


боа 
ДӨ =A exp = ;) 4 (3.126) 


iar (3.116) permite să determinăm componenta Fourier fa 


oo 
uA (cos at + isin eX) exp( —6/2 22) dt = 
Joe 9 4 3 
AT 
-0 


1 
7 1 4: 9 a 1257 
= AKAR) ` (= im ste). (3.121) 


Calculám эсип integrala (3.121) 
Y(7,0 = 


со , 
r ER r 
== Ат. expl — E о || cos oft ——cos a—i Sin e[t— — COS ao. 
E 2 0 | 


v 


Ín final, 
d 1 1 pini uA OTT 
(7,1) =A exp | — iri t — — соз ај |. (3.128) 
ә. 9 


Aplicând relația (3,116) pentru funcțiile 
22 t F 
== А охо = — (3.1 39) 
fo exy ( 2 ) - 
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| 0, pentru t Al, 
f) ligi pentru — 4 =s Af, ( 


0, pentru t > Al; 


== 


30) 


0, pentru 1 ДІ, 
"uu COS. (99M, pentru l Al, (5.131) 


` 0, pentru t > At; 
obtinem, corespunzător, уз | 


s РА Ке 
Ifa |# = ui (е Бо" | (3.132) 
^ 9 1 (9 x A JAL 
fo | E | SA J | CY 
dr? 2 / 2 


| JE 1 | с | | ү 
IJO E О og M [di e 3 134) 
| ) ( С 0 | | » 1 4 ү 


3.2.7. Teorema energiei 


М. 
[— 
е 

„ә 

м 

co 

ډب 

ми 


Prin definiție, valoarea medie în timp a unei funcţii f(t) este 
T 
; 12g ad E 
Ду) = lim —YWJ(t) dt. (3.135) 
T-oo Д! 
0 


Pentru dezvoltarea în serie Fourier (3.112), vom calcula valoarea 
medie în timp a mărimii f*(!). Folosind in acest caz rezultatele anterioare, 


obținem uşor 


|: Ace. d E CY 
GD za n, н doo 8 (3.136) 
п=1 4 n=l 
sau, echivalent, 
2p bb tes 2 (3131! 
чө» =й + Y, Р 5180 
n=l 


Deoarece, aşa cum s-a precizat mai înainte, energia pedes m чө 
o undă este proporţională cu pătratul modulului amp шше ти 
zultatul (3.137) exprimă teorema energiei, arătúndu-ne 7% energia, zu 
4 unei unde este egală eu suma energiilor tuturor componente € 


ce o alcătuiesc. е5 E separe c 
Teorema energiei îşi păstrează valabilitatea şi pentru d I 
nerea în integrală Fourier, 
Să exprimăm intensitate i 
componentelor Fourier, Observând C pus 
reală, înseamnă сй intensitatea undei estt 


a totală û undei în fune(ie de intensitatea 
nd că functia f( din relația (3.115) este 


\ poat = \ | | Jo expan do} di = 

T0900 00 —90 e 

T ( adn V faf-u da (3.138) 
кз ty exp( —1ot) ШТ т | { 

| 1| | OES à 

-00 ~o 
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pentru că am utilizat rezultatul (3.116). Ţinând 


^ seama si de relatia (3.117) 

obtinem ; memor 
\ Р) dt —4z \ |712 do, (3.139) 
di A 


ceea ce evidenţiază de fapt tot teorema energiei pentru descompunerea 
in integrală Fourier. 


3.3. Polarizarea undelor 
3.3.1. Unde vectoriale 


Orice undă se caracterizează prin aceea că una sau mai multe mărimi 
fizice, specifice variază, cu poziția şi timpul în raport cu valoarea de 
echilibru. Vom admite că mărimea fizică respectivă este vectorială. Avem 
in acest caz de-a face cu o undă vectorială Y(7, t), ce depinde de punct $ 
de timp. Dacă ?,, T2, $4 sunt versorii axelor Oz, Oy, Oz, respectivi, atunci 
putem realiza descompunerea evidentă 


FG, t) = YF, Dy + PAT, 07, + YI, ts- (3.140 

Pentru simplitate, alegem sistemul de coordonate în aşa fel ca axa 

т US EA 2 = А TR k = 

Oz să coincidă cu direcţia de propagare a undei, deci i, m unde & este 


vectorul de undă. Deoarece direcţiile Oz şi Oy sunt perpendiculare pe Oz, 
vom nota 


V (5,1) = PATE + (т, 08s, (3141) 

Drept urmare, 
FF) =F, (F, t) + Y, t), (3.142) 

unde, evident, 
Wa; t) = F(T, t)i. (3.143) 


Figura 3.10 redă descompunerea menţionată anterior. Esenţial este 
faptul că mărimea V, oscilează de-a lungul direcţiei de propagare a un- 


5 
Fig. 3.10 
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dei : spune ДОР "Serie А : ; А 
1 nm eit Ч" descrie о undă longitudinală. În mare măsură о astfel 


de undă se comportă ea o undă scalară, Dimpotrivă, unda P, este o undă 
transversală; oseilatille acestei unde se produe in planul 20у, perpendi- 
cular pe direcția de propagare a undei. Planul definit de direcţia Ý și 
direcţia de propagare îl vom numi plan de polarizare. Asadar, acest plan 
conţine atât direcţia de propagare, j 


: cât si direcţia de oscilație a mărimii. 
De aceea, în unele cărţi 


acest plan este numit plan de oscilație. 

O undă vectorială poate fi totdeauna descrisă prin intermediul unei 
unde longitudinale şi al unei unde transversale. 

Este evident că în planul z0y unda transversală se poate studia fie 
în coordonate carteziene, fie în coordonate polare. 


3.3.2. Stări pure de polarizare 


Descompunerea (3.140) implică faptul că undele ce intervin sunt 
descrise cu ajutorul unor funcţii reale. De aceea vom presupune că 


Xp (ut Lr ; c = 
P. op) == Eor cos( œt kz aj: (3.144) 


Fr, t) = Yo cos(ot — kz — oy) 
Aşadar, V, şi Y, sunt unde plane — deci Yos si Foy sunt mărimi con- 
stante — ce se propagă de-a lungul axei z având fazele initiale" >, si, 
respectiv, o,. Diferenţa de fază va fi 


Ф = Ф; — Фу. (3.145) 


În orice punct z = const, funcția de undă F, reprezintă o oscilație 
compusă din două oscilaţii perpendiculare — ¥, si Ж, — ce prezintà 
diferenţa, de fază «. De la capitolul dedicat; oscilaţiilor se cunoaşte că tra- 
iectoria descrisă în cazul nostru de extremitatea vectorului Y^, în planul 
20у este reprezentată de familia de elipse 


+2 Жу x9 №. Yy COS 9 = sin*o, (3.146) 
M2 wa, MS Ҹоу 


Folosind invarianţii curbei de g adul al doilea, să arătăm că ecuația 
(3.146) descrie o elipsă reală. а 
Ecuația generală a curbei de gradul al dotea e 


Ag! 4-2Вау + Cy! +22 tABy +E =0 ($460) 


având următorii invariant : 
иаа A B| гд +0, 
А В 0 ep Mm 
D Е: Р 


Prin idontitionron coaticionţilor ecuaţiilor (3.146) si (3.1462) ob 
thom 


| COR 9 | 

À : В а: f : 0 
MM MAS MA 3 
Vis | or | 0y Ч оу 


D 05 H 0; p -8Sin?o. 


ln. consecință, 


sin! o 3 sin?o 
А а "à 0; 8 ———— DES 
y yn Wa ype 
1 Qr | 0y | Uz | oy 
1 1 
шш сс > 0. 
Fo. Чо 


Deoarece 8 3 0, curba respectivă are un centru. Pentru că д > 0 
Ў A у 0, curba respectivă este o elipsă. În sfârşit, pentru că A ‘I < 0, 
elipsa este reală, 

Să observăm si faptul că unda se propagă de-a lungul axei Oz, deci 
extremitatea vectorului V, va descrie o traiectorie elicoidală ca pasul 
A (A fiind lungimea de undă). Sensul de parcurs al elipsei a fost discutat 
în capitolul legat de oscilaţii. 

Aşadar, F, descrie o undă polarizată eliptic. Elicitatea X defineşte 
sensul de parcurs al elipsei prin intermediul regulii şurubului drept : se 
aşază şurubul cu vårful în sensul propagării undei. Dacă rotind şurubul în 
sensul de parcurs al elipsei, acesta înaintează în sensul de propagare; 
există elieitate pozitivă (90 = +.) sau stare de polarizare eliptică stânga. În 
caz contrar, avem elicitate negativă (X = —1) sau stare de polarizare elip- 
licá dreapta. 

Aria elipsei, orientarea axelor sale, precum şi elicitatea depind in 
mod esenţial de diferența de fază Ф. În toate cazurile, elipsa este înscrisă 
într-un dreptunghi de laturi 2Y',, si 2W',. Din cauza propagării, extre- 
mitatea vectorului YW, descrie о elice înfășurată pe un cilindru de secţi- 
une eliptică având pasul egal cu lungimea de undă A (fig. 3.11). Consi- 


Fig. 3.11 


?14 


derăm că la momentul t = 0, planul în care oscilează V, coincide cu sOy 
deci z = 0. Ecuațiile (3.144) devin ү 


Y (0) = Хо COS pa V,(0) = Foy COS ф,. (3.147) 
în mod asemănător pentru vitezele FG, 0 gi PAT, t), 
Y,(0) = og Sin qs, F0) = ӘХ sin ey. (3.148) 


Să determinăm elicitatea in câteva cazuri particulare. Dacă 


ф =2тт Ta) m =O 1,4 2. (3.149) 
atunci obţinem, din relatio (3.146), 
у? y2 } 
„їз VE (3.150) 


2 2 
SR uo 
Pentru simplitate vom admite cá o, = 0 şi deci 


YA0) = Fon Ty) = | (3.151) 
№,(0) =0, ү,(0) = o Fo: 

Presupunând сй For şi Wy, Sunt mărimi pozitive, înseamnă că la 
momentul t =0, extremitatea vectorului Wu se găseşte în punctul A, 
de coordonate (Yor, 0), având viteza orientată în sensul pozitiv al axei 
Оу (fig. 3.12). Conform convențiilor făcute, elicitatea este X = +H. 

Un raţionament analog arată că pentru 


p =2тт AZ, m™=0, Eh LA (3.152 
3 | 


obținem elicitatea @ = —1, Se infeloge că aceste elioità(i sunt impuse de 
alegerea expresiilor (3,144). 
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In particular, dacă Y 'oy; TF 
particular, dacă Y, Foy, 181 


Ф ==(2т +1) = ' m z0,-l, -2,..., 9.1953) 
elipsa degenerează în cercul 
SU е " TT 
p um Ky Е : oy: (3.1 +) 


Unda este polarizată circular. În plus, dacă m este un număr par, iai 
Фа =0, tot pentru simplitate, atunci 


Y0) = Ч Y,(0) ze EE 
Y.(0) =0, Y,(0) = aye. m 
Dacă Y, > 0, este evident сй in acest caz elieitatea este X = —1, 
(fig. 3.13). Când m este un număr impar, X = +. 
In sfârşit, pentru 
Ф =mr, m —0,--i, c2,..., (8.156) 
ecuatia (3.146) se reduce la 
A Жоу ar 
Y, =(—1)n бу xy s (3.151) 


adică la ecuaţia a două drepte confundate. Cilindrul indicat in figura 
3.11 degenerează în două plane confundate, iar elicea într-o sinusoidi. О 
astfel de undă este plan-polarizată. 

Vom preciza că am admis cunoaşterea completă a amplitudinii si 
fazei undei transversale ¥ (7, t). Folosind terminologia mecanicii cuan- 
tice, vom numi aceste stări de polarizare, stări pure. Dacă informația asu- 
pra fazei este incompletă, stările se numesc stări mixte sau de polarizare 
parțială. 


„м 
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cromatică, următorii parametri : 


eu NOM Tee 
3.3.8. Parametrii otokes 


G.G Stokes intr t M 1 1 › 
. odue > а 35: i | Y 
l t nul 1352, pentru о unda 1 lana, топо 


S, es VÀ p WI, (3.158) 
S) ee ELE bg (3.159) 
5 ==2\Ч r To COS 9, (3.160) 
S, —2T,, Y, sin е. (3.161) 


Dinointele asta rnb MC e b 
SIME înțeles, este vorba despre o undă transversală, care se propagă de-a 
lungul axei Оз. 

Intre parametrii Stokes există relația evidentă 


Q2 Q2 o2 2 ‹ 9 
So TUM + 5 ل‎ "SES (3.162 


Lg Să determinăm acum semnificaţia fizică a lor. Este evident, din 
definiţia (3.50), că 5, este toemai intensitatea undei. 


> р арт Е : 
Dacă о = + 2—5 relaţiile (3.149) şi (3.152) condue pentru curba de 
ordinul doi (3.146) 1% elipsa (3.150), care este raportată la propriile axe. 


În cazul acesta, S, = 0. Dacă S, începe să crească până la valoarea ma- 
ximá 2Y,, Foy, atunci axele elipsei se vor inclina până la un unghi ma- 
xim admis (fig. 3.14). Aşadar, S, este corelat eu înclinarea axelor elipsei 
in raport cu axele de coordonate 20у. 


T 


Tot în cazul o +, observăm din relaţia (3.161) că S,= 
2 3 


2 م‎ 02 р -nrimă TONS ACCION 
—92W, Pow aşadar 5 85 = Wy Yoy exprimă toemal апа elipsei. In 


= 


plus, dacă о = +2, atunci S, > 0 si elicitatea este де = -H iar dacă 


i-i о sc SUA) em Asadar, semnul elicititii coincide cu sem- 

: ERIS CT { | 

Кш, dota za ае aleasă în conformitate cu relația (3.144). 
3) È Ай a po ME y е 9 

Pentru starea plan-polarizată 830. Parametrul S, este legat de 

înclinarea axelor elipsei faţă 
Я Lă 

de un sistem de axe 70, " ^ 


- т мі: А ' = S 
rotite cu — față de axele 207. У pla Pa 
4 2 ; 


Când axele elipsei au aceeași 
orientare ca și axele 2'Oy, 
parametrul 8, se anulează (re- 
ferindu-ne la figura 3.14, w 
: Tt 
trebui са max = —). 
^arametrii Stokes pre- 
zintă o mare importanță PAL 
tru studiul luminii partia | Ae 
polarizate. 


3.3.4. Sfera Poincaré 


Dacă S, S, Si $4, sunt 
de coordonate rectangulare ale nı 
spaţiu tridimensional, atunci ecua 
(3.162) defineşte o sferă de rază 
având centrul în originea acestui 
sistem de coordonate. Aceasta e 
sfera Poincaré. Fiecare punct al sferei 
definește o stare pură de polarizare 
(fig. 3.15). Astfel, toate punctele si- 
tuate pe ecuator au 5, = 0, deci defi- 
nese stările plan-polarizate. Cei d 
poli ai sferei, definiti prin condi 
$,258,—0, $5,— tSo descriu st 
polarizate circular, cu elicit 


22 = +1. Pentru emisfera 5, > 0, 
g= 4-1, iar pentru emisfera &,< 0. 
gz = —1. 


Sfera Poincaré permite să figurăm într-o manieră intuitivă modifi 
cările stării de polarizare produse de o succesiune de dispozitive. P 
aceasta vom uni prin arce de cere punctele care descriu diversele stă 
intrarea si ieşirea din fiecare dispozitiv. 


3.3.5. Matricea de polarizare 


Într-un caz mai general, unda vectorială, transversală Ж, se pi 
exprima prin intermediul unor mărimi complexe. În continuare ne 
referi la o astfel de situaţie : pentru simplitate nu vom mai pune înc 
1. Aşadar, indiferent de starea de polarizare, unda F va avea cor 
nentele Y, şi W,. Diferenţa de fază o poate varia rapid în timp, astfel 
informația, referitoare la starea undei se limitează la valorile medii 
timp ale caracteristicilor stării. в А 

Prin definiţie, matricea de polarizare este o matrice pătrată 2 x 2, 
cu elementele 


oi Er C Ta Ya (3.163) 
unde * simbolizează conjugarea complexă, iar indicii u si v iau valorile 
1 sí 2, corespunzător componentelor v si y. m 

Reamintind expresia matricelor Pauli, folosite in cadrul teoriei 
cuantice 4.8pinului electronului, 


0 1 0 —i 1 J mM: 
= gy = с. = : (3. 164) 
Oz и o) y | o) (А m 
vom calcula produsul matricelor 
Os p =) i аур = (^ gi —7 i 
£u R18 Qi Pr 


с,р -( Ёп вау, (3.165) 


"р Pa 
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Dacă suma elementelor diagonale 


este simbolizată prin Tr, atunci 


Sa Тї 5: 
К Ju Re T 
0 f Pu t es == (Frl 4+- (7,125, (3.160) 
D = M o5 5 i 
; P = ру — бу = QUT,IS — СУУ, (3.161) 
S. = Tr bu. 
Oa ED SUB ЕК гурур L Zieke YQ 
M ^zí P13 Pa A a D «COLS (3.168) 
Ss Tr с T Уен : 
3 ye =1) pis — pu) = > — CIV). (3.169) 
In acest CAZ; 
Aur PUE EY 
la = Yos Ср (об — ke — о,)], 
: (3.170) 


Fy = Yo exp[-i(ot — le — ọy)). 


P ~ 1 tata x M x ` ` . 
m entru simplitate vom presupune că Forn Foy şi fazele iniţiale sunt 
constante în timp. De aceea, 


CIS» = Poze CW = Yl (3.171) 
lar 
que 
(3.112) 


Y 0 E Şi бт Yoy exp[—i( Qr Lm Фу) 1, 
CFF Ya) =ч 


ov Чо, exp ME r3 9y)]- 

Cu notația (3.145) si in ipoteza că Fox şi Vo, sunt mărimi reale — 
deci unda este plan-polarizată — relațiile (3.166) — (3.169) condue la 
expresiile (3.158) — (3.161) ale parametrilor Stokes. 

Dar semnifieatia parametrilor Stokes reiese mult mai uşor prin in- 
termediul matricei de polarizare. Definitia (3.163) arată cá matricea de 
polarizare este hermitică, adică 

прыз 
Еру У: 
În acest caz, ecuaţiile (3.161) — (3.169) permit exprimarea componen- 


telor matricei ру, P22 Și P12 == ой, în funcţie de parametrii Stokes Sj, Sa 


şi Sa. Rezultatul este următorul : 
zt 2 — 1S4 о 
В) EU So d Sı 55 E (3.114) 
Er 2 Sa --iSs So eT D1 
Pentru stări de polarizare pure coeficienţii Stokes sunt dați de ex- 
presiile (3.158) — (3.161), care permit sá seriem matricea de polarizare 
astfel : 


1 a ^ ы | : 
| ү, Tor Foy SUN ($113) 
ду) = ; : ү? 
( бру Y, V б exp(i 9) I бу 
Cazuri particulare : К ИТЕК 
не yat in planul 203: Ye, =0, $ = Ха) 


а) unda este plam- polari 

b) unda este plan-polarizată 
aşadar 8, caracterizează polarizare 
cizând cu direcţia de propagare: NE 
izat iroctie се înce unghiul x = 
с) unda este} ylan-polarizati după о direct А 
= 0 sau m Sa 


‚чы 0,8, = РЫ; 


д in planul yOz 
sat ole w san y, АХА 2 com- 


a undei după АХ 


Бор: parametrul S4 deserie 
cu аха Ол: Чо, = Чоу Ф 
astfel de situații ; 
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d) unda este polarizată circular: Ya ч 


T2W$; parametrul S, caracterizează gradul de polarizare cir 
pentru elicitățile c «Il. 


3.3.6. Matricea Mueller 


Stările de polarizare pure sunt complet determinate de рага: 
Stokes. Fie S, Si, Sg, 5, valorile lor ce caracterizează unda incident 
dispozitiv de polarizare şi 8, Si, S4, 8; valorile parametrilor Stokes 7 
tru unda ce părăseşte respectivul dispozitiv de polari. are. Legătui 
aceste două seturi de valori este dată de matricea Mueller : 


Si т Тагор Ш 
B "8 Ti În Ty, Tis Sı 


~ 


күн 
Sz = Т» Тә, Toa Tos Ss : Mp 
\ SH i Tso T31 Ta: Tss Ss 
Concis, putem scrie 
SII 3.117 


ti 


unde T este matricea Mueller ce descrie modificarea stării de polari: 
produsă de un dispozitiv de polarizare. 


3.3.7. Stări de polarizare mixte 


Starea de polarizare mixtă sau parțială corespunde situației în care 
nu se cunoaşte exact faza undei. În acest caz stării respective nu-i cores- 
punde un punct pe sfera Poincaré. Dar, parametrii Stokes si matrice: 
olarizare pot descrie si astfel de situaţii. Necunoscând faza undei. ^ 
crie pentru componentele Y, si Y, 


Y. - IT, exp(i oi), 
Yy == | exp(ios), 
astfel încât expresiile (3.166) — (3.169) ale coeficientilor Stokes devin 
obs СМ Ја БЕЗЕУ |У, (3.179) 


бу = (Fs — |, |У, 1180) 


Sa = 24 |.| ° [F| eos Ф), 3.181) 
85 = 2C |F| |W,| зіп фу, (3.182) 


unde 
a 1 SEBE 


Prin definiţie, gradul de polarizare este 
Pi 3 VS: TS TS (3.134) 
L 


putând jus valori in intervalul [0, 11. 
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Cu uotaţiile 


8, 5i А Ss Na 
, 85 ү asd - 8, = З [313 
" VĂ fa) 3 4 10.02] 
i So So So 
să transcriem matricea de arizare (3.17 
matricea de polarizare (3.174), 
( Piy) چ‎ So | ү т 5 82 БЕС 185" (3 Гу” 
5 ЖОНИ b 3.185”) 
2 \32 +183, 1—5, 
O formă echivalentă este si aceasta 
» 
(оо Sa (placea be P 273, — ies 
бу y d d з (3.186) 
2 8 183 1— P--P-—s, 
UC AS ЕДИ X ү 
Dar (3.186) este de fapt suma a două matrice 
(ув: ESPL 0 
бууу —— (3.187) 
2 0 1 
51 
(ч ВЕЕ $9 — 18, EA si 
VRy/P P $ , (3.188) 
2 \з„ 4-18, Р — 8 
adică 
fue е 
( Ону) a Soll Ону) + ( Pavle | (3.189) 


Fizic, (o,,)y descrie unda nepolarizatá, iar (рр), unda polarizată. Într- 
adevăr, pentru polarizarea totală P —1 şi deci (p,,)y =0, iar pentru 
stările nepolarizate (o,,)p = 0, deoarece Р = 81 = S2 = 8; 


3.4. Reflexia si refracția undelor scalare 


3.4.1. Introducere 


Experiența ne arată că la suprafața de separație a două medii dife- 
rite undele incidente suferă două procese simultane : se reflectă şi se re- 
fractá. ў 

Prin reflexie înțelegem reîntoarcerea undei de la suprafața de 
separație (2) in mediul din care a provenit, iar prin refracție (sau transmi- 
sie) înţelegem fenomenul de generare a unel unde in mediul „al doilea”, 
adică în mediul ce nu conţine sursa de unde. În limbajul cotidian spunem 
că ajungând la suprafața de вера atie (X), unda incidentă а pătruns în 
mediul „al doilea”, unde se propaga, in general, după o direcţie diferită 
de direcţia de propagare а undei incidente. — dc dms 

Bá obţinem pe ale teoretică legile fenomenelor de reflexie şi 
refracție impunând undei incidente anumite condiţii de чокыры 
pe suprafaţa de separație (22). Teoria permite осу, ȘI аке. iow 
turii dintre intensitatea undei incidente ў intensităţile undelor reflectate 
şi refractate. NE e ARN 

Ne vom limita, lo undele pealare ce Be D! оракъ D pug pe оре; 
toma. ; ; > vative gi ^ nbele părți ale supra- 
liniare, nedispersive, conservative și omogene dora purp | ps 


feței de separație (2). 
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Conform figurii 3.16 şu- 
prafata de separație (X) este 
toemai planul yOz, În mediul 
L viteza de fază (care coinci- 
de, în ipotezele menţionate, 
cu viteza de grup) a undei 
incidente şi a celei reflectate, 
evident, este v, iar în mediul 
2 viteza undei refractate 
(transmise) este v, ; N Tepre- 
zintă versorul normalei la 
suprafața (Z), în punctul O, 
numit punct de incidentă. 
Acest punct rezultă din inter- 
secția direcției de propagare 
(3) а razei incidente cu suprafața 
(2), iar pentru simplitate s-a 
ales drept origine a sistemu- 
lui de coordonate Ozyz (axa, 2 este perpendiculară pe planul hârtiei, orien- 
tată spre cititor). Planul definit de direcţia, de propagare a undei incidente 
si normala în punctul de incidenţă se numeşte plan de incidenţă. În figura 
3.16 acest plan coincide cu planul hârtiei. Vectorii A; 7, si Л, sunt vec- 
torii de undă pentru undele incidentă, reflectată si transmisă. Unghiurile 
dintre direcţiile vectorilor Жү, A, si Л, şi direcţia normalei la suprafața de 
separație (2) în punctul de incidenţă sunt, corespunzător, unghiurile de 
incidență (1), de reflexiei (i) si de refracție (0). 

Dacă undele incidentă, reflectată şi transmisă (refractată) sunt 
presupuse armonice și plane, atunci putem scrie pentru expresiile lor 


Fig. 3.16 


Yar, t) =A, exp[—i(oit — k 7)], (3.190) 
(ТУ 0) = A. бхр —i(o,t — т, TAN (3.191) 
У, t) = А, ехр[ (ой — ki: 7)], (3.192) 


unde An A, şi A, sunt amplitudinile corespunzătoare, iar On e, €,— 
freeyenfele unghiulare. 

Considerente fizice cer ea funcțiile de undă să fie continue pe su- 
parafata de separație (Z). Dacă 7, este un vector in planul (X) si totodată 
za veetoare а unui punct de pe suprafaţa de undă comună undelor in- 
cidentá, reflectată $i refractată, atunci condiţia de continuitate se scrie 


roy t) + V«( To 0 = „Fo t) (3.193) 


вап 
А‹ехр[—(-— Ж, Fo] + Ar expo (ost — E, Fo) = 

А, exp[ (ои — К, 7,)]. (3.194) 

Este evident că mărimile t gi ry sunt variabile independente, ceea ce 


implică și ca relaţiile (3.193) şi (3.194) să fie aatistăcute la orice moment 
1 şi pentru orice punet de pe suprafața de separație (У), deci pentru orice 


To 
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Alegând așadar 7, = 0, din (3.194) obținem, 


i "ei іі i prin identificarea pár- 
{ог reale si imaginare ale celor doi meinte I identificarea pă 


A, COS ext -+ A, COS ot = A, cos cod 
A, Sin ot + A, sin ot = A, sin ct, | 


4 33 „А » se я 
Considerând aici momentul { — 0, obținem relaţia dintre amplitu- 


dini 
A + A, = A (3.196) 
Ridicăm la pătrat relaţia (3.195) si sumăm 
Ai + A2 -- 24,4, coslo — ot = AS. (3.197) 
Folosind expresia (3.196) in (3.197), obtinem rezultatul 
cos(o, — opt = 1, (3.198) 
ceea ce implicá 
w = о, о. (3.199) 
Înlocuim condiţia (3.199) în (3.195), obţinând 
(А; + A,) cos ot = A, COS et (3.200) 
sau, după (3.196), 
ت‎ — 9, оу = 9. (3.201) 


Vom admite acum că # = 0 în ecuaţiile (3.194). Drept urmare, fo- 
losind un procedeu analog, obținem 


А, cos(K, - Fo) + Ar cos(E, - Fo) = А, соз(Ё,- Fo), | TET 
A; sin(E, - Fo) + А, sin(kr- Fo) = A, sin(k 
Particularizànd prin 7, = 0, obţinem din nou rezultatul (3.196). 
Folosind (3.196) obtinem din (3.202), prin ridicare la pátrat si sumare, 


$ ^ о) - 


соз(Ж‹ — kr) То = 1. (3.203) 

Relaţia (3.203) va fi satisfăcută dacă 
(kı — E): Po = 0 (3.204) 
sau, echivalent, dec UP (3.205) 
Cu acest rezultat si cu (3.196), revenim la ecuaţiile (3.202) 
eos(K,* Fo) = eos(K, * To). (3.206) 
Am obţinut, așadar, următorul rezultat final: к 


Tay, = hr’ Po = е" To: 


3.4.2. Legile reflexiei si refracției 
i : în ipotezele menționate, 
i dată de relati (3.201) rds Psi, 
кор Lt од se modifică în urma fenomenelor de rarem 


și refractie. 
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Să presupunem acum că vectorul 7, coincide ea direcție si sens cu 
versorul ta al axei O2, versor ce se găseşte pe suprafata (X), normal la 
planul de incidenţă, conform figurii 3.16. Asadar, 


t cf 
Fo = Opta 


PU (3,20%) 
cu €, o constantă pozitivă. Înlocuind în expresia (3.207), obținem 
Ri‘ tg = E jy = وام‎ 0 (3.209) 


Într-adevăr, & este în planul de incidenţă, fiind deci perpendicular pe 
ïs. Drept urmare, produsul lor scalar este nul. 

O a doua lege poate fi enunțată astfel: direcțiile de propagare ab 
undelor incidentă, reflectată și refractată (transmisă) se găsese în acelasi 
plan si anume în planul de incidență. 

Vom presupune acum că 

Fo = бї», (3.210 
adică vectorul 7, are direcţia și sensul versorului axei Оу, 4,; С, este о 
constantă pozitivă. Relaţiile (3.207) devin 


kii = kr ts = К, Р (3.211) 


Folosim acum поба е din figura 3.16, 


Т, - 1, — fn cos = ЕЕ i) = — kı sin i, (3.212) 
Frs da = kr cos( 3 РЕ 2 —— 5р, (3.213 
Ж?» П, cos 5 ЕЕ ) == sin 0, (3.214 
unde : 
Oi [6] S = 
= |Т | == t= ; (3 213) 
1 01 
= [0] € Eg" : 
k= | k| ===, (3.216) 
0 v 
4 0) [n арр 
у = |К, | а — o (3.211) 
[^ tg 
Rezultatele (3,212) — (3.217) le vom inlocui in (3.211), 
, " 1 
sini sini sin 9. (3.918) 
Un vi Po 


Primele două relaţii din formula (3.218) permit formularea celei de a treia 
legi + unghiul de incidență esta egal ou unghiul da reftemie. Într-adevăr, dacă 


sin i = sin, (3.219) 
atunci, rezumándu-ne la primul cadran trigonometric, 
{= d. (3.220) 
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Folosind псев 
bilită experimental « 


rezultat, Obținer mai departe legea refraetiei, sta 
le către Snellius, 


sin Û r 


2 


п 


МАХ 


aie: Jit ( 
31H 1 7 


unde ng, este indicele de refracție relativ al mediului 2 în raport cu mediul 1. 


3.4.3. Impedanţa mediului 


Să exprimăm amplitudinile undelor reflectate si transmise în 
tuneţie de amplitudinea undei incidente, pentru а putea det 
ficienţii de reflexie si transmisie, adică să putem calcula ener 
de undele reflectate şi refractate. 

Pentru aceasta este necesar să folosim condiţia de continuitate per 
tru funcţia de undă W(?, t) pe suprafaţa (Ж) — condiţie care ne-a condus 
la rezultatul (3.196) — precum $i continuitatea derivatei funcției de undă 
pe direcția normalei la aceeași suprafață, 


Y S = d خا‎ E us 
[“( 24 5 ex s | «| үн ду : 3.222) 
07 oF (=) er х 


În această, relaţie x, si х, sunt mărimi de material pentru mediile 
1 si 2. Observând din (3.190) — (3.192) că 


PY 
et 


via tranamisá 


oy ac dE LES uw da aaa 
pu = ik We; = = ik: Yr; — == he Yı 3.223) 
ûr ? дї ei 
iar din figura 3.16 
т 55 , * сл кэ - (5 FIA) 
kN = 14 cos (7 — i) = —Ё cos i = — Ж cos i, (3.224) 
l " 
т, AT у € é ә DOR) 
Er- N= k cos i = — С051, . (3.225) 
1 
NE 0) — —Reog 0st — eos 0; (3.226) 
kie N = k, oog(x — ) == i = 
prin înlocuire în (3.222), obţinem 
хз ^ ә 027 
7 ; aias i beo 0» [Yi (3.221 
Zi cos й [Pe Vra > нА [ d ) 


D 


T T 99) i = [1-1 si nu unghiul de incidenţă.) 
(ta деш pă, T ЧАШ Y ТЕТ, TR şi rezultatele (3.201) şi 
4 8 ex . 
(3.207), ecuația (3.227) devine 
* cos 0: A 
4) m 21008 A 
4 eos i* (— Act Ar) 0, | 
1 
sau E + 
ےر‎ il 0097 A, (3.228) 
Ac Ar no, 008 1 
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Prin impedanja. mediului înţelegem următoarea mărime de material 


x. 
Z=—, 3.229) 
F (3. 9) 
Ecuația (3.228) se poate serie acum 
Z; cos 0 
A, А, == سس کے‎ Д (3.23 
: - At. 3.230 
Z, сов? ca, 
Expresiile (3.196) şi (3.230) formează un sistem de două ecuaţii cn 
necunoseutele A, si А,. Soluţiile sistemului sunt 


Z, cos i — Z, cos 0 


А, = А 3.231 
Z, cos i + Z, cos 0 b ) 

24, cos 4 
4, = аа A. (3.232) 


Z, cos i + Z, cos 0 


Aceste relații se obisnuieste să fie numite formulele lwi Fresnel pen- 
tru unda scalară. 
Să analizăm incidenţa normală pentru care i =: 0 = 0°. În acest caz 


TE LL (3.233) 
Zu. 
2 
дла, (3.234) 
Zi AP Zz 


Dacă Z, > 2, observăm că A, si A; au acelaşi semn. Spunem că re- 
flezia se produce fără schimbare de semn. Dimpotrivă, dacă Z, < Z,, atunci 
A. Şi А, au semne opuse, reflexia se produce cu schimbare de semn. Cum 
— 1 = cos x = exp(iz), înseamnă cá în acest ultim caz prin reflexie unda 
isi modifică faza cu z sau, echivalent, capătă un drum suplimentar egal 


Să mai observăm cá pentru 7, = Z,, А, = 0, iar A, = A, deci fe- 
nomenul de reflexie nu se produce. 
3.4.4. Fenomenul de reflexie totalá 


Este posibil ca in mediul 2 viteza undei refractate să fie mai mare 
decât viteza undei incidente, ceea ce, după (3.221), implică 


ал > (3.235) 


А А А T b é 
adică 0 >i. Dacă unghiul de refracție devine egal cu aO unghiul de 


4 


incidență corespunzător va fi numit unghi limită (l), 
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În ipoteza că unghiul 
limită, cum 0 — i, ar 


de 1 t x » 4 . 
le incidenţă, depăşeşte valoarea unghiului 


Tezulta că x п 
à ulta că 0 depăşeşte valoarea de —, ceea ce 
înseamnă că unda incidentă, asi 2 
nomenul de Peri RA este de fapt reflectată, În această constă fe- 
unda transmisă se ҖЕ da B» Tenomen „caracterizat; prin următoarele : а) 
lungimea de undă: b) intet ү mediul 2, pe o distanţă comparabilă сп 
M . D Fen S at wW i j d "A д D 1 1 
tatea undei reflectate. ёа undei incidente este egală cu intensi- 


Pentru unda transmisă 


Ф, t) = А, exp [—i(ot IR, 7)1. (3.236) 


Cu notaţiile din figura 3.16 putem calcula produsul scalar 


КТ = о ki, E y ke, + gl, = £ ki cos 0 piy kesin Û = 


(3.237) 
(9) F 
= — (v cos 0 -+ y sin 0). 
$5 
Pe de altá parte, 
: йг еы ыш Фао 
sin. = —sini şi cos0 = gi 1-2 sin? i| (3.238) 
: ; on Un 
Obtinem deci 
eoru [o v5 (spica 
0 62011-8 + وگ‎ sin i. (3.239) 
15 eo! v | 


Pentru unghiuri de incidență mai mari decât unghiul limită ат tre- 
bui, formal, са (după (3.238)) 


sin 0 — “sin 1, (3.240) 
14 ; 


ceea ce implică faptul că radicalul din expresia (3.239) este complex. 
Cu notatiile | 


2 ` о) : А ү 
L || sint; gc sind (3.241) 

obținem pentru expresia undei transmise 
Vu, t) = А‹ехр( ра): expl—ilat — q)]. | 
Se înţelege că pentru v ¬ o0» unda nu poate avea amplitudinea 

e und 

infini de mare si de aceea (3.242) devine | 
V, t) = A, exp(—220) exp[—i( 
ei transmise este 


3.242) 


ot — Ф]. (3.243) 


Conform definiției, intensitatea und 
AE E = A3 exp( — 2p). 

nr - ed 

maţia că unda transmisă se amorti- 


(3.244) 


Rezultatul acesta contirmă afir 
zează, үн l 
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În aceste ipoteza să caleuliim și amplitudinea undei reflectate. Pen- 
tra aceasta vom înlocui în ex presia (3.231) rezultatele (3.238) si (3.241) 


AP Va, 
Z, cos i 0 —1-2pZ, 


[O7 
Ар: 2 ёо 2 = шд, (3.245) 
m cos i d: Zi p2, 
o 
Notànd 
Б E. А Vo „ _ 
t= Z cosi, şi 0 ——pZ, (3.246) 


expresia (3.245) devine (eu i == 1) 
А, Am Б 19 Va а? ENT ехр(% ig) 
А; a + ib "Yeii + p? ехр(-- 19) 


unde s-a folosit exprimarea curentă a numerelor complexe. 
Aşadar, intersitatea undei reflectate este 


I, = Pe Y, = А*. A, —|A,|2 = |2| = Д. (3.248) 


Deci unda incidentă şi unda reflectată au aceeaşi intensitate. 


=ехр( 2i), 


[uv] 
w 
A 
-1 
— 


o 


5. Interferenta undelor scalare 


3.5.1. ата undelor scalare plane 


Este posibil că în același punct din mediul elastic să-şi manifeste 
prezenţa simultan două sau mai multe unde elastice. Le vom presupune 
unde elastice longitudinale. Deoarece în cazul mediilor elastice, liniare, 
dacă ¥, şi Y, sunt soluţii ale ecuaţiei undelor, atunci si suma (Y, + Fa) 
este o soluţie, ceea ce înseamnă că efectul rezultant în punctul P va fi dat 
de suma vectorială a efectelor produse de undele ce se suprapun in acel 
punct. Cum intensitatea undei 
este măsurată experimental, ne 
va interesa să caleulim inten- 
sitatea rezultantă. 


3.5.1.1. Intensitatea rezul- 
tant. În punctul P, cele două 
unde plane vor fi descrise prin 
expresiile 


VS 0) = А, expli (t — 
= a], (332349) 

Ps) =. A, expl ilot — 
LR), (3.250) 


йн 4 in conformitate eu figura 3.17. 
Fig, 3.17 Amplitudinile A, şi Aa sunt CON- 
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7 o „dă 


stante, iar а este unghiul dini ireotiila. с 4 
2 ге directiile de 7 agare з a în 
punctul P. Remarcám faptul c i propagare ale undelor 


TORE ă undele fiind longitudinale, direcția de 

D QT u^ a A pe Li Y А J J 2 " 
propagare coincide cu direcţia, de oscilație a punctelor mediului elastic 
sub influenţa undei respective. 


Undele fiind plane, amplitudinea, lor 


i A este o constantă reală, Elon- 
gația undei rezultante este ا‎ 


Y LF 1 
iar intensitatea Ба, (3.251) 
pp 455 
Rezultă deci (3.252) 
1 => |.| УУРАР, e Wr. (3.253) 
Dar relaţia (3.253) este echivalentă cu 
=l + I, + Tig, (3.254) 


unde, după definiție, Т, si I, sunt intensitátile celor două unde în punctul 
Р, тат Ii, este termenul de interferență. Aşadar, 


DP; I,—|W.,'; In = Yf ¥; FTF Fj. (3.255) 
Vom explicita termenul de interferenţă : 
Ip = 2 As: А, сов (03 Ot — (E, — 14) * 7]. (3.256) 


O formă echivalentă este următoarea : 


+ sin (o, — «)t* sin (a — Ку). 7]. (3.257 

Dacă termenul de interferenţă este diferit de zero, undele sunt nu- 
mite coerente, în caz contrar acestea sunt mecoerente. Numai undele coe- 
rente produc fenomenul de interferentà. ; E d 

Observăm. că termenul de interferenţă este o funcție de timp. În 
condiţiile în care acest termen. este independent de timp avem de-a face 
ou interferența staționară. Interferenţa nestahonară corespunde. situaţiei 
pentru care termenul de interferență este o funcție de timp. 


3,5.1,2, Interierenţa,, staţionară. Condiţii de coerență. Termenul de 
interferență, nu va depinde de timp în ipotezele noastre, când nu am con- 
siderat fazele iniţiale, a celor două unde, daci 
= 030 = const, 


Wg 
Termenul de interferență devine 


adică undele au aceeaşi frecvenţă, 


I, = 2 4А; 4 A, оой (f -— Ку) ү, (3.259) 
4 1 3 iți 3.958) imp ici 
í : in acela 1 mediu, condiția ( 
ele propagându ве 8 | \ н | 


| Jia | ч |, = f. 


Dacă : а) amplitudinile undelor sunt constante ш шшр in AS a 
propagare sunt, de asemenea, constante în timp, pa Mani în timp. 
atunci intensitatea rezultantă în acest punet este © 
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Să enumerăm acum condiţiile de coerenţă, adică condiţiile în care 
termenul de interferență este diferit de лего: 
Prima condiție : undele să aibă aceeaşi frecvenţă, conform relației 


(3.258). 


A doua condiție : undele să nu fie polarizate în plane perpendiculare. 
Aici este necesară o observaţie şi anume : se ştie că undele longitudinale 
sunt liniar polarizate (de fapt, in multe cărţi пісі nu se discută, datorită 
evidenţei, polarizarea undelor longitudinale). A doua condiţie de coerență, 
se referă la cerința са în punctul P direcțiile de propagare a celor două 
unde să nu fie perpendiculare. Într-adevăr, dacă 


Es k 2t lo 
1 

$1 > 51 g= = 

0 k 


sunt versorii direcțiilor de propagare a undelor, atunci 


А; i A, = 14,81 2 me == A, А, сов ©, 


(3.261) 


(3.262) 


cu a unghiul dintre direcţiile de propagare. Este acum clară condiţia 
enunțată : dacă « = 90° sau 270°, atunci cos х = 0 şi deci se anulează 
termenul de interferenţă. 


3.5.1.3. Franje de interierentá. În ipotezele menţionate până acum 
observăm că termenul de interferență, (3.259) este o funcţie periodică de 
poziţia punctului P, adică de distanța r. 
Locul geometrie al punctelor din spaţiu pentru care intensitatea 
undei rezultante are aceeași valoare reprezintă franjele de interferență. 


Expresiile (3.254) şi (3.259) 
jele de interferenţă : 


Să comparăm expresia (3.263) cu ecuaţia normală a planului 


Deoarece 


iar 
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plan. Drept urmare, еспаў 

fiind un vector normal la, această, familie de plane. 
Intersecţia acestor plane cu „un ecran de observare" defineşte o 

familie de drepte ce reprezintă tocmai franjele de interferență. 
Intensitatea rezultantă va fi maximă în situaţia în care 


(E, — kı) -F = const. 


N-7—p=0, 


cos(kb, — k) -F = +1 sau (Ea — F) F = mr, 
unde т = 0, Al, 42, .... Intensitatea este acum 


Лы» um Ii + I, + 2А, y m 


= [F= A] @ І, Р, = 43, 


1'4, = Aj А, cos'e =I; T, cos а, 


conduc la următoarea condiţie pentru fran- 


(3.263) 


(3.264) 


unde N este versorul normalei la plan, 7 este raza vectoare a unui punct 
din plan, iar p este distanţa de la originea sistemului de coordonate la 
ia (3.263) reprezintă. o familie de plane, (Ra — К) 


(3.265) 


(3.266) 


(3.267) 


(3.268) 


obținem 


Uns = Tr J, + 2/1, T, cos а. (3.269) 
n mod asemănător, i Ae Nie { 
_ asemănător, intensitatea minimă se obţine pentru cazul 
S бы wea. J^ CAU dud - - 4 - 
SOS б A) ен Бү. agn AT туны (2m --1)z, (3.210) 


cu m = 0, +1, 42,..., având valoarea, 


Inn = I, + I; — 2VI, I, cos a. (3.271) 
Putem defini şi vizibilitatea franjelor astfel : 
au ris Ж dn 
Lazi be Bani 
În cazul nostru, vizibilitatea, devine 


Sera: 
I, + I, 


Să observăm din nou că pentru « = 90° sau 270? vizibilitatea fran- 
jelor este nulá. 
Interfranja reprezintá distanta minimá dintre douá franje conse- 
cutive de acelaşi tip (franje de maxim sau de minim). 
Vom determina expresia interfranjei. 
| Presupunem că în punctele P si Q sunt satisfăcute două condiții de 
maxim consecutive 


(3.212) 


V COS a. (3.273) 


(Е, — kı) ‘Tp = 2тт, (3.214) 
(E, — Fı) Pa = 2(m + Dr, 
cu m = 0, 41, 4+2,.... E 
Conform definitiei interfranjel, 


Fo —; fp = $5 (3.215) 


unde 7 este vectorul interfranjá. Din expresiile (3.274) prin scădere ob- 
ținem À 
(k, — k)? = 27. 3 
Definiţia interfranjei impune ca unghiul dintre vectorii î şi (К, — Àj) să 
fie nul, deci em 
T LA Ea К, | ; 


Figura 3.18 ne permite să scriem 


2 x 
ГА ДА 1l = ah sina 


care conduce la expresia interfranjel, 


e 


(mc 


[ră 
2 gin m 
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CETT 
< x Pd m сє T 
7 к х, w" ka 
ES Рі чы а 
дч mem 
——— —— ———— Á— MÀ € Е — ә 
y 


Fig. 5.18 


3.5.2. Interferenta undelor scalare sferice 


Undele $ealare sferice sunt emise de surse punctiforme şi sunt des- 
crise de expresii de tipul 


X, t) LA ур — Er], (3.278) 
r 
unde r este distanța de la sursă la punctul de observare, 


3.5.2.1. Intensitatea rezultantă. Calculul intensității se efectuează 
în mod analog cazului undelor plane. 

Fie deci S, şi S, două surse punctiforme, situate la distanţele r, şi 
r, de punctul P (fig. 3.19). 

Presupunem cá undele sunt, de asemenea, longitudinale, directiile 
de propagare fiind determinate de versorii 


Fig. 3.10 
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Considerând şi fazele initi 


unde ale, vom putea scrie pentru cele două 


n 


Y P р) == А, sa Г : 4 
Р, 0 "n exp[ —i(co,1 — kr, — 9a(1)], (3.280) 


— 


^ A 
X n ч gzz tud К 3 г 4 4 
UP, 1) 7 exp[—i(ogt — kafa — Poa(t)]. (3.281) 


Vom admite că A, si А» sunt vectori re 
tele unghiulare sunt, de asemenea, con 
punctul P este, conform definiției, 


ali și constanți, iar frecven- 
stante. Intensitatea rezultantă în 


lius. Барак belie, (3.282) 
unde 
W^ |2 Ai Ar 19 A? 
EE E --,1|V,.t--3, (3.283) 
71 72 
iar 
Ты = YF PAPE, (3.284) 
este termenul de înterferentă. Să explicităm acest termen 
А ә a . 1 
I; S ENS S {ехр —i[(e5 — 1) — (kars — kir) — (ew — Poa) l} + 
1'2 
exp(i[(e, — Фл) — (Kar — kari) — (Poz — Po) lyy- (3.285) 
Folosind relaţia lui Euler, obținem mai departe 
Ir = pd fe сов[(®, — e)t — (kara — Jan) — (Pos — Pol. (8.286) 
1'2 


În sfárgit, o formă mai convenabilă este 


Ia =2 АЫ) (eos(o, — Ф): сов [07% — kiri) — (Фог — Фе] + 
1' 2 

+ Sin(02 — ot” Sin [( aa — kiri) — (Poa 7 Ф). 

i itii de coerenţă. Dacă termenul 

3.5.2,2, Interferenţa staţionară. иш е EA ii Serie 


piei i donde e л шд mie li û 


ол condiție cere ca undele să aibă aceeași treovență, adică 


(3.281) 


Q4, == Qg = ©) (9.288) 
„= 
xm m a = ha Ps (3.289) 
iom pă, iu, 
deoarece undele se propagă prin același mediu 
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A doua condijie ве roferá la direcţiile de polarizare a undelor : aceste 
direcţii nu trebuie să fie perpendiculare. Într-adevăr, observând că 


Á, - А, == A Ag 008 d (3.290) 


această cerinţă este evidentă. 
Din relațiile (3.283) si (3.290) rezultă, 


А, Ат? = VIL, Т, сов о. (3.291) 
A troia сопе este 
Фо2(1) — Polt) = Фо. = const., (3.292) 
adică diferența fazelor iniţiale ale undelor să fie constantă in timp. 


Dacă, aceste condiţii de coerenţă, sunt îndeplinite, atunci termenul 
de interferenţă capătă forma 


I = 2|Т, І, cos о cos[(r; — rj) Е — Фф]. (3.293) 
Observăm că intensitatea rezultantă, 
I = J, + I, + 2|Т, Т, сов жсов[(7» — т) k — Фо], (3.294) 


variază armonic în funcţie de diferenţa de drum (7 — 7;). 


3.5.2.3. Franje de interferență. Intensitatea rezultantă va fi maximă 
în punctele din spațiu pentru care 


eos[(rg — r) — po] = 4-1 sau (r — rk — фо = mr, (3.295) 
unde m = 0, +1, + 2,... Valoarea acestei intensitáti este 
Tox L2 E V T Te COS o (3.296) 
Pentru intensitate minimă, 
cos[(rg— ^) X — qo] = — 1 sau (r, — rj) k — oy = (2m +1)r (3.297) 


cum -—0,--1,4-2,. şi, analog, 


Ius = In +, Le — AVR Teas a. 
(3.298) 


Condiţiile (3.295) şi (3.297) 
definesc, din punct de vedere geo- 
metric, o familie de hiperboloizi cu 

| „două pânze, contocali, ale căror fo- 
Di care sunt situate în punctele in 
У care se găsesc sursele $, și Si 
Suprafețele (3.295), respec- 
tiv (3.297) sunt reprezentate în 
figura 3.20. Dacă ecranul de obser- 
vare este paralel cu axa O2 sau cu d, 
dreapta ce trece prin punctele 5; 
ŞI S,—atunci intersecţia acestuia 
Fig, 3.20 cu hiperboloizii defineşte o succe- 
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1 
| 
| 
| 
| 


Fig. 3.21 Fig. 3.22 


siune de hiperbole care sunt tocmai franjele de interferenţă, franje de 
maxim sau de minim (fig. 3.21). În zona centrală aceste franje pot fi 
asimilate cu segmente de dreaptă. 

Sá calculăm forma franjelor şi valoarea interfranjei pe un plan para- 
lel cu dreapta Oz ce contine sursele punctiforme 5, și Sə plan situat 
la distanţa D de dreapta Ог, în ipoteza că toate distanțele ce intervin 
sunt mult mai mici ca D. 

Vom айа mai întâi diferența de drum (r, — 7) (fig. 3.22), în punctul 
P, de pe planul (7), 


n = ente) & Du. 


n= e+ + (2-7) #2 aD 


De aici rezultă 

r r А (3.299) 
== 

A D 

otul P intensitatea rezultantă este 
) vom avea 


Фо 3.300) 
Ta — "i amit ur ( {| 


Să presupunem acum că în pun 
maximă, deci, conform relaţiei (3.295 


Egalăm expresiile (3.290) și (3:300) 
o= D (m + A т = 0, + di Б B2, (3.301) 


2n 


Rezultatul obţinut exprimă, din punct de vedere geometric, o fa- 
milie de drepte z = const. Aceste drepte sunt paralele si echidistante. 

Interfranja reprezintă toemai distanța dintre două astfel de franje 
vecine, deci 


DA 
P 


Să determinăm forma franjelor şi valoarea interfranjei pe un plan 
perpendicular la dreapta Ог ce conţine sursele punctiforme 5, $i Ss, 
plan situat la distanţa D de originea О a sistemului de coordonate, in 
ipoteza, că toate distanţele ce intervin sunt mult mai mici ca D. 

Contorm figurii 3.23, avem 


1 = Zm €m—1 = 


n] они (0-2) ар + q^ rt : 
Bs 
2 
2 2 2 
n= er (01) =D] Pee ави 
IE 
Pentru diferenţa de drum rezultă, 
E УЖ; l 2 2 302 
Ta ml — 9j: (22 + у ЈА (3.302) 
Comparând cu (3.300), obținem 
quem AE ("+ a А | (3.303) 
2r] 1 


Acest rezultat defineşte o familie de cercuri concentrice, având 
| centrul în punctul P,. Raza cercului de ordinul m este 


(3.304) 


e-‏ ہو 


pi 
Fig, 3.23 
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jar interfranja este dată 


de expresia 


t: Pm Y Qm ls (3.300) 
DA UN Р аг "T 
| sti û da о exprosio mai ptrumoasă” intertramjei, să presupunem 
T NS 0 M 
moa e D este un număr intreg. De asemenea, vom admite că 


- сш { 380 tob ür 4 "Am A val 
: m, este tot un număr întreg: În sfârşit, m, — m, = m, oste un 


număr întreg; fiind diferența a două numere intregi. Așadar, 


Qm = 2D? (: — Mo” г) = 3 (: — Mo îs 
l m, 


Dp ?"—m 
2D: —L.——"$. = 2]: Mg s . 
ma | 


Notàndu-l pe mg tot cu m, vom serie 


р À 
Pm == MUN. m. (3.306) 


" DAR A 
Pentru wm = 1, рі = D şi deci 


ет == pă 
Interfranja devine 
i = p (|m —Vm—1), (3.307) 


ceea ce dovedeste că nu este constantă, scăzând pe măsură ce creşte ordi- 
nul de interferenţă m. 


3.5.3. Interferenţa nestationará 


it -X dată că nu este îndeplinită condiţia de соегеп- 

pă (3.292) și deci E EEE do timp. corna ŞI aT 
interferență (3.293) va fi o funcție de timp, valoarea lut instanta 

dată de relaţia (3.293). Aceasta este cazul enterferenjes Nios! 

Dacă т este timpul de observaţie, lar Palt) variază toarte rapid şi 

într-un mod complet aleatoriu, atunci va avea semnificatie numai valoarea 


medie a intensității undei, adică 
(2 = 2l T, I, cosg » Coosl(ra = r) — Ф001», (3.308) 


unde 


аду ab m idi mu аа OF 
: | 


T 
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Relaţia (3.309) poate fi serisă fl in modul următor : 


т 


j і 
€ eos[(r, — n)h — 00] > == соо, n)k: ys g(t) dt + 


* 
1 - 
- sin (rg — nj): {ч $4) dt. (3.310) 
Variația aleatorie pentru Polt) tace ca integralele din expresia (3.310) 
să se anuleze şi deci 

(IL) 0. (3.311) 

Intensitatea rezultantă medie va fi 
(1D = 0p + do mI (3.312) 


pentru cà J, si Ia sunt constante. Aşadar, interferența nu se produce 
pentru că în orice moment şi în orice punet din câmpul de interferență 
intensitatea rezultantă este constantă. 


3.5.4. Fenomenul de bătăi 


Ne vom referi la două unde plane, longitudinale, având frecvențele 

| unghiulare diferite, ©, Şi «s Ce se deplasează de-a lungul axei Oz. 
Ele se vor suprapune în punctul P, situat 1а distanţele 2, si 2, de cele 
două surse. În aceste ipoteze cele două unde vor fi descrise de ecuaţiile. 


PP, i) = A, exp[— ilot — Ёуз,)], (3.313) 
ХАР, t) = Ag exp[— ilot — К3)]; (3.314) 


amplitudinile sunt constante reale, fazele initiale fiind considerate nule. 
Termenul de interferență va fi 


I, Yi: Vd ¥; T, = 
= A,A,(exp( — 1[(® — wit — (Rata — Аа) + 


+ expii[(oa = ot — (Rata — kiz) ÎN (3.315) 
O altă formă pentru termenul de interterenţă este 
I,, = و2414‎ сов[(оз — «)t — (Raza ¬ Ае) (3.316) 
валі Bett 
Is = 2y/T, I4cos[(o4 = opt (Rata — у). (3.311) 


so Observăm că termenul de interferenţă în punctul dat variază armo- 
піс în timp cu frecvența unghiulară 


in До == 9, 77 ©. (3.318) 
Este evident că gi intensitatea rezultantă în acelaşi punct, 
I = I, + I, + 2/1, T, cos[Ao* t — (Raza — а), (3.319) 


үа prezenta; variaţii armonice, Fenomenul ăcesta a căpătat denumirea 
de bătăi, iar До este tocmai frecvența unghiulară a bătăilor . 


238, 


эе» 


Dacă mărimea Aot variază rapid, atunci, conform 


anterioare, rezultatelor 
€ сов[ До • t — (lozi — leg) > =0 (3.320) 

şi deci 
Чу= d) + do) = + I, (3.321) 


În concluzie, interferența staţionară nu are loc. 


3.5.5. Unde staționare unidimensionale 


Un caz particular de interferență corespunde undelor staționare. 
Această interferență se produce între două unde coerente, ce se propagá 
de-a lungul aceleiași direcţii, dar în sensuri opuse. Putem considera că 
interferá unda incidentă cu unda reflectată în cazul incidenței normale. 


Pentru incidenţa normală expresiile (3.231) şi (3.232) ne dau legă- 
tura dintre amplitudinile undelor plane, reflectate si transmise în funcție 
de amplitudinile undei plane, incidente. 

Să preupunem că sursa de unde plane, longitudinale, se găseşte la 
distanţa L de o suprafață. се separă mediile cu impedantele Z, si Za- 
Undele incidente, reflectate şi transmise se propagă de-a lungul normalei 
la suprafaţa de separare (2) a celor două medii (fig. 3.24). Sursa se 
găseşte în originea axelor de coordonate. Undele incidentă şi reflectată 
vor fi descrise de ecuaţiile 


WP, t) = А‹ехр[— (о — 12), (3.322 
(Р, t) = А, ехр[— ilot — ROL — 2))1- (3.323) 
în punctul P(z, 0, 0). Observăm cá unda reflectată a parcurs distanța 
L+ (L а) = 21 — a. Punctul у este simetricul lui Р faţă de su- 
prafaţa de separare (X). Să inlocuim în expresia undei reflectate pe E 
cu 2 + 2L, ceea се echivalează cu а  expruma „unda reflectată” în 
punctul P'(2L — 2, 0, 0), undă emisă de o sursă S, simetrica lui 8 
faţă de suprafaţa (Z), 


(P, t) = Ar exp[—i(ot + ka)]. (3.324) 


© 


P[x00) 


Pl2L- x.00) 


(3) 


Dar acest rezultat descrie o undă regresivă. Asadar, fenomenul de 
reflexie poate fi interpretat si in modul următor: în cele două medii 
sunt prezente două surse, sursa $, reală și sursa S', simetrica lui N 
față de suprafaţa de separație a celor două medii. Evident, sursa А este 
„fictivă”. 

Unda Y; (Р, 1) dată de formula (3.322) а fost emisă de sursa 3$ la 
momentul t, parcurgând distanța + în sensul pozitiv al axei Oz. 

Unda Y,(P”, t) a fost emisă in acelaşi moment de sursa fictivă” S', 
parcurgând distanţa т în sens opus orientării axei От. Această undă este 
progresivă pentru sursa „fictivă”, însă regresivă pentru sursa reali" S. 

Cele două unde ajung simultan la suprafaţa de separâţie, unde isi 
schimbá sau nu faza, in funetie de impedanţele celor două medii, deve- 
nind unde reflectate pentru mediile respective. 

Observând că distanţele ce intervin în relaţia (3.324) sunt nega- 
tive, înseamnă că această relaţie trebuie să fie identică cu (3.323), dacă 
vom înlocui eoordonata punctului P, adică vom tace transformarea 
a — (2L. 2), ceea ce se confirmă imediat. 

Unda rezultantă în punctul P este 


V(P, i) = ҰР, t) + Y, 0). (3.325) 


Trebuie acum să cunoaştem legătura dintre amplitudini. Pentru 
aceasta voni considera două cazuri limită : 
Cazul Z,> Za. Din relaţia (3.233), obţinem 


А, = А. (3.326) 
“ În consecinţă, 


CP, t) = Адехр[— ilot — kz)] + expt— ilot = RAZ — 2) D- 


(3.327 
Pentru intensitatea rezultantă, vom avea 
I = AI, cos?k(L — ®). (3.338) 


Relatia (3.328) ne arată că interferența este staţionară, iar inten- 
sitatea rezultantă variază armonic, in funcție de poziţia punctului P. 

Vom numi ventre punctele din spaţiu pentru care intensitatea re- 
zultantá este maximă. Acest lucru este satisfăcut, dacă 


бов ИГ — 4) = + 1, adică A(L — а) = mr, (3.3929) 
eu m = 0, 1, + 2,.... Poziţia ventrelor este dată de expresia 
риа. (3.330) 


2 
în punctul in care ge găseşte sursa, conform figurii 3:94, т, — 0 Ñ 


deci 
Т = т К . (3.331) 
2 
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Nodurile suut 


punetele pentru « 


nulă. are intensitatea rezultantă este 
cos k(L — a) = 0 ы 
q) = sat EY E T 
iu kL —- û = (2m + 1) وس‎ (3.332) 
lo zm () } 4 : 

unde m 0, +1, 49,... Poziţia lor este dată de relația 

Фм га — (am + 1)—. (3.333) 

4 x 


l Distanța dintre două ventre sau două noduri consecutive este, 
conform relaţiilor (3.330) ві (3.333), 2/2 , 


Ne interesează ce.se întâmplă la suprafaţa de separație. Pentru 
5 4 EE ә Qs е 1 ў 
Е, m 0 din (3.330) ȘI m = A din (3.333). Cum m trebuie să 


fie un număr întreg, rezultă că la suprafaţa de separație vom avea un 
ventru. 


Cazul 2, < Za. Aceeaşi relaţie (3.233) ne arată cá vom avea 
A, = — A (3.334) 
şi deci unda rezultantă în punctul P va fi 


V(P, t) = Adexp[— i (ot — ka)] — exp {— i[ot — K(2L — 2)]- 


Dar — 1 еі" şi atunci 


VCP, t) = Adexp[— i (ot — ka)] + expí— i[ot — k(2L — 2) — x1 


Pentru intensitatea rezultantă vom obţine 
I = AT, sin? k(L — а), (3.331) 
unde 1, este intensitatea undei incidente. à e 
Se impune aceeași observaţie : intensitatea rezultantă variază perio- 
die eu poziția punctului P. 
Pentru ventre, 


)- Av. (зг 
sin (LL — 0) = 4 1 seu k(L — 2) = (2m + 17. ( ) 


eum = 0, 41, +2 Poziţia ventrelor este dată de relaţia 
= 9 Е) 79, . 


a (3.338) 
пр-во. 
În Punatul în care se găseşte ВШВ% m == 0 și 
L=(2m + Das (3.339) 
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16— e, 567 


gi 0! 


P 

[5j 

(2) 
: № m 
SN GN N N Kn. 
Vig, 2.25 
În cazul nodurilor, 
gin (IL == 0) = 0 Вай k(L = 9) = тт, (3.340) 


ande m = 0, dl, 42,4... Nodurile sunt; localizate prin condiția 


Oy = Dm (3.341) 


tz 


1 


Distanţa dintre două ventre sau două noduri consecutive este ۸/2. 
1 А i 
Pentru suprafaţa de separatle w = L $1 deci m = — > din relaţia 


(3.338), iar din relaţia (3.341), m = 0, ceea ce dovedeste cá la această 
suprafaţă, în acest caz se va forma un nod. 

Ín figura 3.25 este redată dependenţa rapotului 1/41, de distanța 
2 până la suprafața de separație (X), în cele două cazuri analizate : pentru 
Z, > Z, în figura 3.25 a şi pentru Z, 4 Za in figura 3.25 b. 


3,6. Ditracţia undelor scalare 


în ошвш său Fizica modernă [11], Richard P. Feynman, precizează : 
„Nimeni nu a fost in stare să detinoască în mod satistăcător diferența 
dintre interferență și difraetie. E doar о chestiune de obişnuință și nu 
există nici о diferență fizică specifică, esenţială, între ele. Тоб ce putem 
spune este că atunci când avem doar câteva surse care interferă, să 
zicem două, fenomenul se numeşte de obicei interferență, dar dacă există 
un număr mare de Burse, ве foloseste mai des cuvântul difracție”. 
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__ Їп sens larg, termenul de difracție a undelor se referă la întreaga 
varietate a fenomenelor produse în urma, propagării prin medii ce pre- 


zintă neomogenităţi. Aceste neomogenităţi роб 
ficii, tante, ecrane etc. 


Rezolvarea problemelor de difracție se bazează pe un principiu 
fundamental si anume, principiul lui Huygens. 


fi, de exemplu, ori- 


36.1. Principiul lui Huygens 


Problema principală a difracției este următoarea: cunoscându-se 
poziţiile şi formele surselor de unde și à neomogenitátilor care produc 
difracţia, să se determine în orice punct din spațiu unda şi, implicit, 
intensitatea undei rezultante. Teoria scalară a difracției, deşi aproxima- 
tivă, elimină o serie de dificultăți matematice, conducând totuşi la rezul- 
tate in bună concordanţă cu datele experimentale. 

Principiul lui Huygens reprezintă un model geometric, elaborat їп 
anul 1690 în lucrarea „Traité de la lumière”, pentru explicarea propagării 
luminii prin unde longitudinale, recurgând la analogia cu propagarea 
sunetului. Folosind noţiunea abstractă de suprafaţă de undă, Huygens 
explică propagarea luminii prin construcţia geometrică a infásurátoarelor 
undelor secundare, generate de fiecare punct al undei în propagare. 

Huygens postulează că toate punctele unei perturbații ondulatorii 
reprezintă surse de unde sferice care se propagă în toate sensurile. Aceste 


unde au fost numite ulterior unde secundare Huygens sau unde elementare. 
Perturbaţia rezultantă poate fi considerată ca o suprapunere a undelor 
secundare. 

Huygens arată că în principiu este posibil să se determine unda 
rezultantă în orice punet din spaţiu, dacă sunt cunoscute toate undele 
secundare, care au fost emise în momentele anterioare. 

Dar Huygens n-a avut în vedere o problemă atât de vastă; de 
aceea а modificat enunţul inițial, remarcând că undele secundare indi- 
viduale sunt atât de slabe, încât ele nu exercită acţiuni notabile decăt pe 
îmfășurătoarea lor. Prin această remarcă, principiul lui Huygens şi-a pier- 
dut generalitatea, reducându-se la un artificiu geometrie, pentru construc- 
fia aproximativă, a fronturilor de undă, adică a suprafefelor atinse de 
unda respectivă. Acest principiu! devine, sub forma menţionată, inutili- 
zabil pentru calculul intensității undei și & distribuţiei ei spaţiale. 

Pigurile 3.26 a si b indică modalităţile de construcţie а suprafețelor 
de undă conform principiului Huygens, pentru cazul undelor sferice (a) $1 
al undelor plane (b). 

Dacă S este о Bursă punotitormă, atunci la un moment h supra- 
fata de undă va fi (Z,), o suprafață sferică ou centrul in S. Bineînțeles, 
mediul este presupus omogen pi izotrop. Contor principiului Huygens, 
suprafață (Z,) va confine о infinitate de surse secundare, се vor emite 


unde secundare sferice, În intervalul de timp (ly — bi) undele secundare 
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Fig. 3.26 


vor parcurge distanţa R,— R, = v(t, — tı), unde R, este raza sferei 
(Z,, iar E, raza sferei (37), această suprafață (2, ) fiind infágsurá- 
toarea undelor secundare ce se îndepărtează de sursa primară $. 
Putem astfel concepe (2) ea suprafaţa de undă la momentul î a undei 
emise de sursa 8. 

Figura 3:26 b exprimă același lucru în cazul undelor plane. Dacă la 
momentul f, suprafața de undă este (Х,,), atunci la momentul t, suprafața 
de undă va fi (Х,), înfăşurătoarea suprafețelor undelor secundare. 

În figurile 3.26,a şi b sunt desenate punctat şi suprafețele undelor 
secundare ce ве propagă spre sursa primară. Întășurătoarea lor, nefigu- 
rată în desen, ar genera o undă inversă, undă care nu este pusă în evi- 
dentá experimental. în construcţia geometrică dată de Huygens apariţia 
undei inverse este, lipsită de importanță, nefiind luată în consideraţie. 
Încep astfel să apară, deficiențele postulatului lui Huygens. 


36.2, Principiul Huygens-Fresnel 


Într-o lucrare prezentată; în anul 1818, Academiei de Ştiinţe din 
Paris, lucrare premiată, de Academie, inginerul francez Augustin Fresnel 
dovedește realitatea fenomenelor de interferență $i, printre altele, arată 
că undele polarizate în plane perpendiculare nu interferá. Teoria difrac- 
tiei el aborată de Fresnel se bazează pe ideea interferenţei, asociată prin- 
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cipiului Huygens, Astfel, se pos- 
imlează că sursele secundare 
suni coerente, amplitudinea si 
ала fiecărei surso secundare 
tind ogale în flecare punct al 
suprafeței de undă. Prin intor- 
ferent undele secundare inver- 
se isi anihilează efectul. 

În enunţul lui Fresnel, re- 
tormulat de Rayleigh, principiul 
lui Huygens este următorul. Pie 
(S) o suprafaţă închisă (fig. 3.27), Vig. 3.27 
care include sursele punctiforme S1, Sa, S4,..., Orice punct al acestei supra- 
fete se poate considera ca о sursă secundară ce emite unde în toate direchiile. 
Aceste unde sunt coerente, pentru că ele sunt generate de aceeaşi undă primară, 
(S) fiind suprafața de undă primară. Unda rezultantă, ce apare în urma 
interferenţei undelor secundare în domeniul exterior suprafetei (S), este 
aceeași cu unda generată de sursele veale. 

Aşadar, se pot înlocui sursele reale cu o suprafaţă de undă (5) ce 
le înconjoară şi pe care să fie repartizate uniform surse secundare, coerente. 

Enunţul principiului Huygens-Fresnel exprimă un fapt extrem de 
general: toate undele care au fost emise de o sursă aw о existență absolut 
independentă de sursa care le-a emis. 

Confruntarea rezultatelor teoretice cu experienţa a evidențiat o 
serie de neconcordante. 

În primul rând, enunţul principiului Huygens-Fresnel nu eviden- 
ţiază faptul că în punctul P (fig. 3.27), contribuţia surselor secundare este 
diferită, în funcţie de poziţia lor în raport cu punctul menţionat, adică 
dependenţa, contribuţiei de unghiul « dintre normala la elementul de 
suprafață dS — element asimilabil cu o sursă punetiformá — si direcția 
ce leagă punctul P de această sursă secundară. 


T 
i à 'selor e diferă cu — faţă de 
În al doilea rând fazele surselor secundare diferă cu — t 


faza undelor ce se propagá liber, în lipsa, difracției. Evident, că aceasta 
nu modifică coerenţa undelor secundare. 


3.6.3. Formularea matematică a principiului Huygens-Fresnel 


Prineipiul Huygens-Fresnel fără o formulare matematică nu este 
decât o ipoteză. În anul 1883 Kirchhoff a stabilit o foris d рокет 
considerată са о exprimare rafinată a me pn i Ae 

2 л "e este riguros vale у 
o уот deduce în continuare este т ; à - vi 
о аа în ipoteza că sunt neglijabile interacţiunile dintre undă st 


marginile ecranelor sau ă fantelor. 
Să presupunem că undele вер! 
satisfăcută ecuaţia undelor 


opagă printr-un mediu omogen, fiind 
(3.342) 


ашае V = (TY) este tunoţia de undă: Admijánd ей unda este mono- 
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cromatică, deci 


VY(?, 1) = (Ў)ехр(— iot), (3.343) 
19) 
іаг > == К este vectorul de undă, atunci, înlocuind în (3.342), obţinem 
ecuaţia atemporală, satisfăcută de funeţia (7), 
Vay + k*y = 0. 3.344) 


Cunoscând distribuţia și forma corpurilor, precum și distribuţia, 
surselor, se pune problema determinării intensității undei rezultante în 
întreg spaţiul. Pentru aceasta este necesar să rezolvăm ecuaţia undelor 
folosind condiţiile la limită respective pe suprafeţele corpurilor. 

Pentru evitarea dificultăţilor matematice mari, vom admite cá 
la suprafaţa ecranelor, paravanelor etc. funcţia de undă se anulează, 
iar sursele emit într-o manieră izotropă, deci funcţiile de undă nu au 
decât o variaţie radială. 

Să remarcăm faptul că ecuaţia (3.344) admite o soluţie particu- 
lară de forma 

olr) = exp (ikr) ; 


Ne interesează unda rezultantă în punctul P (fig. 3.28). Supra- 
fata închisă (в) înconjoară punctul P, generând un volum V, care nu 
conține nici o sursă. 

Vectorului 

W VE) — Ф( V) (3.346) 


îi aplicăm teorema lui Green- Gauss pe volumul V. Remarcăm faptul că in 
interiorul acestui domeniu vectorul (3.346) este continuu, 

$ tic Vo) — ec vya — \г з) — o(VMY. (зат) 
(о) V 


ci, dc —X do cu Ñ versorul normalei la elementul de suprafatà dc. 
іп ecuațiile] (3.344) si (3.345), obţinem 


Y YD) — Ф( V24) = q(— k*b) — D(— k?y) = 0 (3.348) 
și deci 
j [4 Vb) — Ф( У 0)]ас = 0. (3.349) 
(о) 


Presupunem acum că punctul P este o sursă 
punetiformá ce emite o undă sterică а cărei depen- 
dență radială poate fi de forma (3.345). Funcţia 
prezintă singularitate în punctul P, unde r = 0. 
Pentru a elimina singularitatea, înconjurăm punctul 
Р ou o sferă de rază р şi centru P, suprafaţa 
acesteia fiind notată cu (c) în figura 3.28. Apoi, 
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vom trece la limita 


EN i ~» () TI ` 
conform ecuației (3.349) t idei dări (ооготоі Greon-Gauss, Asadar, 
өй, 


d To у (SS үр охра 
A | | { -)]- paz + 


(e) 7 
TO PS LES exp(i It) TTA 
- o У [сез Ачы E exp(1 1 
i ul ( e )] 4 лы e) + ( voles em 0, (23.350) 
(o) 


5 EAS UA integrală din relația (3.350) considerăm “limita 
XP elementul de suprafață sferică do, vom putea serie 


e 


e 0. 
do, = psin0 do. o d0 = р? sin d0 dq. (3.351) 


Dacă dQ, este elementul de unghi solid sub care se vede din punc- 
tul P elementul de suprafată do, atunci 


1 
ао, =S = sin d0 de. (3.852) 
ы: 


Conform figurii 3.28 normalele la suprafețele (в) şi (о) au sensuri 
opuse, ceea ce înseamnă că 


ds —Ndo, iar ас Хао, (3.333) 
sensul pozitiv fiind sensul normalei la suprafaţa (с). 
Aşadar, 
i e | ROM ls: expli lg) = ро. | = 
e e Я 
i (= E =) explike) (3.354) 
e e 
51 deci 


lim $ 0 (r explike) ( val d$, = 


0¬+0 e е 
(оу) 

Ат БА ‹ | 
lim | expliko) li 16 e =) mes vak- Ñ) gà dQ, = — 4кф(Р), 
с-50 P e 

9 


(3.355) 


og fune(lel y în punotul P, Inloeuind rezul- 


unde y (P) reprezintă valon! formula lui Kirchhoff sau integrala 


iatul (3.855) in (3.350), obținem 
Helmholte= Kirchhoff 
j о Vu. (909 
c M hw УФ) 
m7 Ai 


(9) 
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Putem determina funcţia de undă în 
punctul P, dacă se cunosc d şi (VO) pe 
suprafaţa (c). Această suprafaţă închisă nu 
trebuie să includă, nici o sursă si nici o sin- 
gularitate pentru funcția de undă. 

Formula (3.356) exprimă tocmai prin- 
cipiul Huygens-Fresnel. Să comparăm acest 
rezultat; cantitativ cu formularea calitativ- 
intuitivă a principiului. Vom observa mai 
întâi că relaţia (3.345) ne conduce la ex- 
presia 


Yo = (i: = a Ф.М, (3:357) 
r 


unde N, este versorul direcției r (fig. 3.29). Formula Kirchhoff capătă 


forma 
1 : i = = ae 
E EE [(® e: =) 0-7. (жа) |: X ac. (3.358) 
47 r 
(c) 
Conform desenului, 
N- N, = с05(180° — о) = — eos « (3.359) 
şi deci 
(рї = 22% [(® La cos pnt vox] do. (3.360) 
T r 
(с) 


Paranteza dreaptă din relaţia (3.360), adică 
(® = = ф сов «+( Vd) - N, (3.361) 
T 


poate reprezenta o undă secundară, emisă de elementul de suprafaţă do 
către punctul P. Se observă că această mărime depinde atât de unghiul 
dintre direcţia normalei la elementul de suprafaţă si direcţia spre punctul 
! P, аза cum cere și principiul Huygens-Fresnel, cât si de distanță. În 
plus, mărimea (3.361) nu satisface ecuaţia undelor, deci nu poate fi o undă 
secundară. Nu are simetrie sferică. Amplitudinile depind de direcţia 
de propagare și variază cu distanţa, urmând o altă dependenţă decât 


legea în A Dar pentru r > à, deci A < E = 3 ‚ relatia (3.360) ia for- 
T r Ar 


€ 


ma aproximativá 


ИР) = — m } [ily cos a ++ (Уф), No do. (3.362) 
о 


Această relație este frecvent folosită în aplicaţiile practice. 

Folosind expresia aproximativă (3.362) să determinăm intensitatea 
rezultantă în punctul P, considerând propagarea liberă a unei unde 
sferice, emise de o sursă punetiformá. 


‚ 
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Contorm figurii 3.30, câmpul pe suprafata (в) va ЇЇ de forma 


, exp(ikr 
piro) NR, (3.363) 
To 


De aici, 


, | i 
Уф (и - E Ж m ARN, (3.364) 
Dm 


pentru că am tolosit aproximatia corespunzătoare formulei (3.362). Obti- 
nem, prin înlocuire, 


BU 
(P) : -$ (1 -+ cos о) O do. 
m 
(о) 
Factorul de înclinare, introdus de Fresnel într-o manieră calitativă, 
este 
E Е i 
Jx) = = (1 + cos о) = = (1 -+ соз о). (3.365) 
dr 2 


Acest factor este imaginar, scăzând în valoare absoluti in mod monoton, 
pe măsură ce creşte unghiul «a. Pentru a = m, se anulează: Дт) = = 0. 
Apoi, deoarece i = exp (i 7/2) , rezultă că undele secundare sunt detazate 
cu z/2 în raport cu unda primară. 


Ştim că 


do = 9x" sin0 d0. 
iar din figura 3.30 obţinem 
т е ЕТА 
EM e) + Fo (3-366) 


Ridicăm la pătrat şi diferențiem expresia obţinută, variabile fiind mări- 
mile r si 0, 


rdr RD 
sin 040 = —— (3.367) 
p e t n) 


күлүү" m om = 


P 


Fig. 3,90 
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În acest mod putem exprima elementul de suprafată do, 


dr 
P F To 
Seriem acum expresia (3.366) sub forma, 


da == 277, (9.368) 


———— © 8 
(fo + р) =F — Po 
Ridicăm la pătrat si derivăm în raport cu r (variabilele sunt acum z si 
^). Obtinem 
d(cos х 1 COR & КЕ 
dr To r 
Toate aceste rezultate le înlocuim în ecuația pentru W(P), care 
devine 


L4 


(Р) = (ao exp(i Ir) dr, (3.370) 
unde 
Mr) чс — ik(l -+ cos «) exp(ikro) _ (3.371) 
2(p + 7) 
Vom integra prin părţi. Rezultatul este 
y Ў Ya [4 | 
ФР) = tn) etie eth exp(i kr) я (3.372) 
ik ik dr 
71 un 


Dar, utilizând (3.369) si (3.371), putem calcula 


I4 о вы (= REL | A(r) & 0, (3.373) 
К kr 


deoarece suntem în ipotezele de lucru care au condus la expresia (3.372). 
Rezultatul final este 


W(P) = A(r2) exp(i — exp(i kr) (3.314) 
De aici, 
Y(P) = (Р) ехр(— iot) (3.375) 
8i 
IP) = Y*(P)- Y(P). (3.376) 


„Este esenţial faptul că valoarea (Р) este diferența valorilor pe 
саге le ia una și aceeașifuneţie pentru diverse valori alè variabilei r. 
Atunci când r variază cu 3/2, funcţia își schimbă semnul, pentru că 


З А ра 2m AY Ra NS 
exp (n A = exp ( " 3] = OXp(im) = — 1. (3.377) 
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a ie tpar 


| Avceste observaţii justifică în mare măsură metoda, zonelor Fresnel, 
are va fi discutată în cadrul fenomenului de difracție a luminii. 


3.6.4. Observaţii asupra formul 


агі matematice a principiului 
Huygens-Fresnel 


3 Formula lui Kirchhoff (3.356) a fost obţinută în ipoteza că punctul 
se găsește în interiorul suprafeţei închise | с), iar sursele se găsesc în afara 
acestei suprafețe. Dar Fresnel a admis ipoteza, contrară : sursa, se găseşte 
în interiorul suprafeţei închise, iar punctul unde dorim să calculăm inten- 
sitatea se găsește în exteriorul suprafeței închise (с). 

Conform figurii 3.31 admitem că sursele S,, 2, Sa: se găsesc 
într-un domeniu spaţial închis de suprafaţa (в), iar punctul P este exte- 
rior acestei suprafețe. Suprafaţa sferică (ву) are o rază suficient; de 
mare pentru a include atât suprafata (c), cât si punctul Р. În domeniul 
dintre suprafețele (cı) și (c) nu există surse, deci putem aplica punctului 
P relaţia (3.356) 


UP) = = УФ) — оу + 
TT (E 


< фи VO) — Ф( V4)] de,. (3.318) 


(c1) 


1 
i 


Câmpul rezultant produs de sursele Sı $5... într-un punct Q 
situat pe suprafaţa (с) va fi de forma, 


( Erg) 
"EET ^r E 


WQ) = X c, 22Р (3.379) 


Tm 

cu C, constante. Dacă r tinde la infinit; şi 7m va tinde spre infinit, însă 

diferenţa, 5 
AS CAE Y (3.380) 


rămâne finită, având valoarea dm 

pentru sursa $5. жанс e 
Cu această observaţie relația 

(3.379) devine 


I ae exp[ik(r + 4»)1 A QU 
YQ) = », Cn m 
(3.381) (1 


Moditicăm expresia (3.381) asttel: 


1 exp(i Кап) 
exp(i hr) Op: 


m е”. 


99) = 


Introducem o nouă constantă 


Bm = Om exp(ikag) (3.383) 


: ае i E : 194. 
şi dezvoltăm in serie după puterile lui —, 
p 


1 ica уг е аил. (3.384) 


Y Om p TA 
" 


În acest mod, 


xp (i 1 { 
ф(0) vare pp Ma У, Bm-am + = 
ا‎ (B + b) = (B + Ь)Ф, (3.385) 


^ 


: > л 4 1 
unde В este o constantă, iar b este o funcţie ce tinde la zero са =. 
T 
S-a folosit si expresia (3.345). 
Pe de altă parte, 


) vo = (i: eta = ФО, (3.386) 
] 7 


lar 


Vy = (В + b) VO) + (VD) = (ix L 2) (В + DDN, + Ф( Vb). 
7 


(3.387) 
Calculăm acum integrandul integralei pe suprafaţa (всу), 
W V) — Ф( уф = (B + [i să =) oÑ, — 
(в (ii ch Jes. — Ф Vb) = — Ф5 Vb) ° (3.388) 
Așadar, 
$ (УФ) — 6( v4)] de, — — $ Q*( Vb)do,. (3.389) 
(01) (о) 


În medie Ф? tinde la zero са i; când r tinde la infinit. La fel si ( Vb). 
pa 
Suprafaţa tinde la infinit ca r?, când r tinde la infinit. Așadar, când 


r tinde la infinit, integrala (3.389) tinde la zero ca E. În aceste condiţii 
" 
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(3.378) devine (3.389) 


1 
ФР) = "i [W VO) —Ф( v)] ds, (3.390) 


Ar 
(о) 


rezultat i ‘tant car з X x 
(o Ке ап саго пе spune că dacă o oarecare porţiune а regiunii 
parteaza la infinit, atunci »portiunea" respectivă, din integrala, 


(3.390) tinde spre zero. Se pr 
( „9 Spre Zero. Se presupune așadar că toate sursele sunt 
într-o regiune finită a spațiului. 4 ои 


3.6.5. Condiţii la limită pentru formula ldi Kirchhoff 


De aceea, Situaţii concrete se adoptă unele condiţii la limită, simpli- 
ficatoare. 

Majoritatea problemelor de difracție se referă la calculul intensității 
rezultante în punctul P, în prezenţa unui ecran subţire, plan şi opac, ce 
are fante libere sau dotate cu foite a căror transparenţă si grosime sunt 
local variabile (fig. 3.32). Suprafaţa de integrare va conţine acum supra- 
faţa c a fantei, suprafaţa o, a ecranului (е), precum si o,, suprafata 
unei sfere cu raza infinit de mare. | i 


Jonform rezultatelor paragrafului anterior, integrala pe suprafaţa 
o Và fi nulă. 

Condiţiile la limită pe care le vom utiliza sunt următoarele : 

a) pe suprafaţa c funcţiile ¢ si V: au valorile corespunzătoare 
propagării libere, în absenţa ecranului. Deci ecranul nu modifică unda în 
vecinătatea deschiderii ; 


| 

| 

| 

| xs 
pr 

| р 42705 
(e) P s E (+ Mt 05 Ў Ж 2 


Fig. 3.32 


.b) pe suprafața o, mărimile pentru şi VY so anulează. Această 
condiție este doar aproximativ corectă ; 

©) eum deja s-a preeizat, integrala po suprafata о, este nulă. 

„Dacă indicele soro caracterizează unda incidentă, atunci formula 
lui Kirehhoft (3.390) dovino 


| 
її 


а 


WP) = Û [Hu v0) —Ф( 7401 d7 (3.891) 


. Precizăm că in figura 3.32, Ñ este versorul normale! la suprafața, 
в, Ху versorul razei ineidente, lar Л, versorul direcţiei care trece 
prin punctul P si elementul de suprafață do. 

3.6.6. Aplicarea formulei lui Kirchhoff pentru unda sferică 


Dacă unda incidentă este serică, atunci 


expt ro). 


Qo = А (3.392) 
^0 
şi 
i 1 = TS 
(уы) = (it - —) Es (3.393) 
0 


cu r, distanţa de la punctul S — sursa punetiformá — la elementul de 
suprafată do. 
Reamintind că 
exp(i kr) 
T 


о A уф = (v к =) DX, (3.394) 
x 


obținem, înlocuind în (3.391), 


fie = (fa эзы (pj) оз, — 
Ў ar | 


fo у 
_ exp(t kr) (i: p =) wis] а (3.395) 
7 70 


Admifánd că termenii in L gl să se pot neglija, expresia (3.393) 
7 To 
devine 
Р) = А A SpE (Хә = Fo) Fade, (3.396) 
R 


io 


a 


unde A este o constantă, Această integrală mal este numită şi integrala 
de difracție Fresnel- Kirchhoff. 
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3.6.7. Aplicarea formulei lui Kirchhoff pentru unda planá 


Dacă unda este plană si incidentă normal la ecranul (е) fig. (3.32), 
atunci Vs m N si 
(Np — As): N = cos(180° — a) — 1 = — (1 + сов а). (3.397) 
De asemenea, 
Фо = А explikro) și (Vy) == ikp. (3.398) 


Înlocuim în ecuația (3.391) şi obținem 


y(P) = expire) (| (+ hu 5) —expükr) з= 


r 7 


399) 


5 


ES m uu de (3 
= 


Neglijând termenii in — si folosind (3.397) obţinem rezultatul final sub 
p2 


forma 
ik Е exp(i kr) я 
ШР) = — A = exp(ikro) | —————— (14-e08 a) do. (3.400) 
47 T 
Mărimea 
la) = к + eos о) (3.401) 
4n 


este factorul de inclinare Stokes, care elimină unda regresivă. Într-adevăr, 
pentru unda regresivă a = r şi f(x) = 0. 

Principiul Huygens-Fresnel permite să intuim că funcţia de undă 
elementară dy(P), în punctul P, generată de elementul de suprataţă 
normal la direcţia fasciculului inițial d ow, va fi proporţională cu unda Yo 


xp(i kr 2 Es 
de pe suprafaţa doy, cu unda sferică .eXPüED) emisă de suprafata 
© 
dey, precum $i cu această suprafaţă elementară 
аур) = aj, AED. аон. (3.403) 
т 


Să calculăm constanta а în ipoteza abaterilor mici de la propagarea 


rectilinie. ld ratață normal d 
гоо}; ai întâi că intervine elementul de supratap: A an 
Precizăm mai întâi că ei da, prin ea va trece acelaşi 


tru că, oricare ar fi forma suprateţ UA deris 
DA de raze, dacă proiecția sa doy và fi aceeași: Considerăm un fasei- 
cul de unde plane, normal la ecranul (e). Unda pe su SR с dale Мм 
Suprafeţele de undă sunt plane paralele cu planul yOz. În cazu ا‎ 
libere ecranul (е) nu există si десі funcția de undă in punotui £ este, 
evident, 


Р(х,у, 2) 


Fig. 3.33 


W(P) = фу exp(ika). (3.408) 


Dar la acelaşi rezultat trebuie să ajungem folosind integrala (3.402), 
în ipoteza că toate distanţele ce intervin sunt mult mai mici са 2 


2~ 2 کے ہے نے سے ہے 
r = Vaz + yF = а E, (3.404)‏ 
2 
iar suprafața с coincide cu planul yOz,‏ 
We) = ohf «зшде de. (3.405)‏ 
p‏ 
—s0‏ 
Cum‏ 
daw к (3:406)‏ 
deli I0‏ 


integrala (3.405) devine 


xp(1 | 2 C 3 T i ш 
(Р) = аф alta \ eo US) dy | (5 ja (3.407) 
2 20 2% 


ر 
00 


Făcând schimbarea de variabilă 
2ш Шо 
E 3.408 
y 7! E ( ) 
prima integrală capătă forma 
EUM eo AS 00 00 
| \ өхр(1Ё%}4® = ERI \ cos £ d£ 4- i \ sin £2 a). . (3.409) 
—00 00 


—090 


256 


Ius 


\ cos £* dă ) \ eus £* d | : (3.410) 


MS 


| P \ exin ag | (d | | - (3.411) 


< ^ 
NA 


A doua intearală conduce ln acelual rezultat si deci 


ехр(1 ha) Ука 


һ à 
„(4 ач E 
( ‹ , 32 (1 
۹ ч 
UP) = 1— ay, exp(t ka). (3.412) 
N 


Expresiile (3.403) şi (3.412) vor fl identice, dacă 
К А i 
}..; (3.413) 
Dri ат à 
Pentru abateri mici de la propagarea rectilinie, a x 0° în relația 
(3.400), care devine 
7 ы d 1 > 
ik | exp(i kr) 4 
ӨР 1541 explika) | ^ da, (3.414) 


о ) 


~ 
e 


pentru că am considerat propagarea undei plane de-a lungul direcţiei v. 


Înlocuim acum (3.413) în (3:405), 


Ib, (7 exptt hr) : "m 
oC P) == ^ vol — А = dy da. (3.415) 


Cay 0n (3414) М Ф = А 


^o "sunrafat: onform figurit 3.33 . 
Pe suprafaţa a, conform Па (3.400) şi (3.102) condue la 


Asadar, in ipotezele menţionate, formulele 
acelaşi rezultat, 


3.68. Formula lui Sommerfeld 


Formula lui Kirchhoff (3.350) este aplieabilà dacă ounosatem Tu 
{Ше j şi YY pe frontieră. Aceasta irseamni de lupt cunoaşterea sotu- 
tiei problemei. 


17—с. 587 


în paragraful 3.6.5 sa preeizat că netile Y S Vy торша ай хо 
anuleze pe suprafata о, (fig. 3,32), lar pe «орга a valotile acestor 
tuneţii corespund valorilor propagării libere, Striet vorbind, condițiile 
menţionate sunt incompatibile din punet de vedere matematic 

În primul rând, pentru că valorile funcţiilor ¢ §l Và nu pot fi 
fixate intr-o manierü independentà pentru diversele puncte ale suprafeţei 
inehise X. 

În al doilea rând, condiţiile arată de fapt că functia (p are o discon 
tinuitate de-a lungul marginii fiecărei fanto. 

În al treilea rând, teorema lui Green, care ne-a condus la formula 
lui Kirehhott, este adevărată numai pentru funcţii care sunt continue 
pretutindeni pe suprafata închisă X. 

Aplicarea cu sueees a formulei lui Kirchhoff este posibilă numai in 
situaţiile în care raportul dintre lungimea de undă a undei respective si 
dimensiunile caracteristice ale fantelor este mie, mult mai mie ca uni 
tatea. Obişnuit, interacțiunea dintre materialul ecranului si radiația 
incidentă (unda incidentă) se consideră puternică la distanţe de ordinul 
lungimii de undă, 

Sommerfeld consideră în locul tunetiei до undă storice Ф din relația 
(3.390), funcţia Green 9 definită prin următoarele condiţii: 

a) în volumul V, delimitat de suprafața închisă X, funcția G satis- 
face ecuația Helmoltz 


VR + BQ == 0; (3.416 
b) pe suprafața X, 
G = 0, (3.417) 
ceea ce implică, după (3.390), 
WP) = 1-0 W. VG) ас; (3.418) 


, 
v 
РЭ) 


c) funcția б, la fel ca si funcţia Ф, prezintă о singularitate in 
punctul P, în rest fiind continuă, 


G —^O0 când >—0; (3.419) 
d) este satistăcută condiţia de radiaţie 
r (5 — L) = 0, dacă > ~ со, (3.420) 
aN 


unde Ñ este versorul normalei la suprafată. 
Formula (3.418) este acum compatibilă cu următoarele condiții : 
а) pe suprafața din spatele ecranului opac 


Qm 0; | (3.421) 
b) pe suprafața fantel (а deschiderii), | 
je dio, (3.422 


unde уо descrie propagarea liberă, 
si observăm că ipotezele (3.410) = (3.420) nu afectează rattona- 
mentele pe baza cărora а fost stabilită relația Tui Kirehhoft (3.390). 
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WA  eonstmuim ШИИ 
Green pentru оа unul o 
plan, руйат 01 6 l'antá 
(fig. 3.34). To a supradutu 
| plană û fantel, O — originon 


ШҮП 


sistemului de ОРЧ {А Моң, 
planul rOy eotneizànd eu pla 
nul eeranului şi implicit ou 
planul fantei. Punctul P* osta 
simetrieul (imaginea) punetu 
lui P iu raport eu planul 
ecranului (e). vident өй pp 
Dacă r * r', doci ale 
gem punetul Q exterior fan 
tei, situat la distanţa гү Sl Pa 
de punctele Р, respectiv P”, 
atunci putem alege pentru 
funcția Green expresia 
6 exp(ikm) — exp(t kry) 


` 


n l'a 


3.423) 


Pig 3.04 


care satisface condiţiile eerute anterior. Într-adovăr, 


a) funetii de tipul — 
) 
deci (3.416) ; 


b) pe suprafața о, r, = fy 
relației (3.419) ; 

Din (3.423) obţinem 
da 


VG 
dn, 


Va la : | aa X 
dr, 


9 


pentru că, spre exemplu, 


«| 
Уг; |, 


oxp(i kr) 


Бі G 


( Vj) 


relație care trebuie înlocuită în (3.418). 


0 


ex ptl Kr) 


7 


— апала eeuatte nlomporală n undelor, 


Û, eum eere conditia (3. 412); 
с) funcția (3.423) prezintă o singularitate in punetul r =» 0, conform 


16 ( Vr), 
dry 


Drept urmare, 
ao " I 

| Vy | 
(1 t 


( N m 4 N a)i 


Nn 


Td чое E 
sensul versorului "^| fiind opus versorulul A, 


Ti fr 


Bá observăm mal departe că 


da 


N da 


(3.424) 


(3.4260 


(3.431) 


si deci 


UN, = Np)d8 = (Ny — Na) до >= [соз (180° — о) —cos ш. ld o 
2 con ada. (3.428) 


inlocuind in expresin. (3.418), rezultă 


(Р) z р U (ui - 3 кышт cos x do. (8.429) 


PES r 1" 


= 7 


а 


Aceasta este integrala Sommerfeld. În relația (3.429) pentru d, după 
condiţia (3.122), vom folosi expresia Wo, corespunzătoare propagării 
libere. 

Dacă punctul P se găseşte la o astfel de distanță de ecran încât 
" 
feld devine 


Lx 
- € —, eum este in cazul undelor luminoase, atunci integrala Sommer- 
A 


1 exp(i A) XS A AR 
МР) = —- 1 ф рер кунда a do. (3.430) 
n 
o 

Deci, integrala Sommerfeld ne arată că fiecare element de supra- 
faţă do al tantei emiteo undă sferică ale cărei amplitudine si fază sunt 
determinate de unda incidentă û. Câmpul în punctul de observare Р 
este dat ea o suprapunere а acestor unde sferice. Am regăsit astfel 
principiul lui Huygens. 


Deoarece (—i) = exp (= “A formula lui Sommerfeld (3.430) se 


a 


poate scrie si sub forma 


Е: 
il exp|! S ȘI 
ф t 


W(P) = » 


cos]a do, (3.431) 


ceea ce arată că faza undelor secundare este  retardati cu - față de 
cazul propagării libere. 
Factorul de înclinare Stokes este acum 


і 
fsla) == vs COS а, (3.432) 


diferit de cel dat prin relația (3.401), pe care o reseriem 


| 
TROCA) = Tu + eos а). (3.433) 


= 


Indicii S si К al acestor охрговіі se refer la formulele lui Sommerfeld 
sau Kirchhoff care le defineso. 

Din acest punot de vedere, formula lul Kirchhof? este mai adecvată 
realităţii fizice decât formula hui Somunerfeld, сате nu eliminá posibili- 
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tatea retroradiaţiei, 1 
zintă contradicții 


^e de altă parte, formuln lui Sommerfeld nu pre 
matematice, eum este cazul formulei lul Kirehhoff 

| Dacă unda incidentă provine de ] 
distanța re de fant, atunci, 
inlocui 


мо sursă рше! өй, situată la 
eliminând dependența de timp, vom 


n | exp(t Ara) 
Y ; Vo (3.434) 
lo 


în formulă lui Sommerfeld (3.430) 


4 { ө i dep т 
WP) = i | obl COR ada. (3.435) 
ÀJ т, 
a 

Pentru a puter utiliza integrala (3.430) este necesar să cunoastem 
funcţia de undă y. Această funcție reprezintă de Гар! amplitudinea 
complexă a funcției de undă incidente pe suprafata Tantei, când unda 
traversează această fantă, fără a fi perturbată in mod apreciabil de 
marginile ecranului. 

Ipotezele referitoare la ecran cer ca fantele eeranului să fie privite 
ca fiind precedate de o lamă materială, care, datorită transparenţei si 
grosimii sale local variabile, va modifica amplitudinea si faza undei inei- 
dente înainte de a ajunge la fantă. 

În optică, ansamblul format din filtrul de transmisie si fante se 
numeşte pupilă. Dacă О este un punet al fautei (fig. 3.34) influența 
pupilei asupra undei incidente se poate descrie printr-o expresie de tipul 


F(0) = Ф(0) exp [i ф(0)], (3.436) 


unde Ф(0) reprezintă modulul, iar ș(0) — faza funcției pupilare complexe 
Dacă in lipsa pupilei funcția de undă in punctul O este $(0), în 
prezenta pupilei ea, va fi 


W(0) = q(0)(0). (3:431) 


Când unda incidentă provine de la о sursă puuctiformà, 


expli kro) 3 438 
000) = 2 ВРП (3.438) 
To 
$i deci 
A axn [uA e cod aa a (3.439) 
AU A КД (O) s eos a do. ` Ч) 
a 


` \ Aj ul ure parte à 
relație cate constituie punctul de plecare pentru een mai mare part 


caleulelor explicite din difraetia optică. 


3.6.9. Principiul lui Babinet 


wto un ecran 
; af zoometrică e, сато nu esto un i 
Să considerăm o виргаїа{й ge à ce imparte spatiul in re- 


EA jd ar ro wietă i fizice = supratal A i i xvi Mb 
EG I IL olom ا‎ 3.35. Câmpul în punctul Р din regiunea 
№ ) 
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` П va fi dat, spre exemplu, de formula 


Г (—@ Й (3.429) a lui Sommerfeld, unde inte- 
‹ 4 grala se extinde asupra fantelor geome- 
ENSE RT Sn c trice pe care le prezintă suprafața gern- 
: metrică c- Câmpul in P va fi 4P). 
Mc need Înlocuim acum suprafața geome- 
Р tric cu un ecran prevăzut cu aceleasi 
Ч fante. Fie o!” partea continuă, ораса 
aie OED а ecranului оу, iar с) partea din sn- 
prafata c, a ecranului corespunzătoare 
ў fantelor, deci 
Fig. 3.35 mp = of) + oP. (3.440 


Se înţelege cá suprafaţa с( nu aduce пісі o contribuţie la valoarea 
câmpului undei rezultante in punctul P, valoare pe care o vom nota 
cu (P). Înlocuim acum părţile continue, opace, ale ecranului si? cu 
fante, iar fantele с^), cu părţi opace. Câmpul rezultant va corespunde 
zonelor с!) şi-l vom nota cu (Р). 

Este evident cá 


HP) = ФР) + ЫР), (3.441) 


formulă, care exprimă principiul lui Babinet. 

Ecranele pentru care s-au calculat câmpurile va(P) si (Р) se 
numesc complementare. 

O formulare a principiului Babinet poate fi următoarea: cûm pu 
observat си aperturi complementare se sumează pentru a da câmpul obser- 
vat cu suprafața deschisă, combinată, a ambelor. 

Figura 3.36 evidenţiază tocmai principiul Babinet. Este posibil 
ca УР) =0, cum este în cazul montajului ce contine o lentilă din figura 
3.31. În figura 3.31 (A) lentila L produce imaginea sursei $ in punctul I. 
Evident că în punctul P va fi întuneric. În cazul redat de figura 3.37 (В) 
intre lentila L si punctul imagine I se interpune paravanul opac si” 
care va produce fenomenul de difracție. Drept urmare, în punctul P 
unda rezultantă va fi W(P) generată de suprafaţa geometrică si” 


Figura 3.37 (C) evidenţiază situaţia în care ecranul opac este scj?; in 


ii di NN MU 
n (a! E 
0, й | 
{ i 
| | 
— 7 - pe A) 
| ge еы 
| ! | 
| i | 
اس‎ i tod ui 
| | | 59 ->° 
| (P prr pp 
| ү ©! 
| | 
لجس‎ “ ——) 
[А) (C).. 


3.36 
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(8) 1 G (b) f, (P= - V4 (P) 
1-0 (al 

xP 

L 6,00 AE Gl 


Fig. 3.37 


punetul P isi va aduce contributia cámpul din suprafata geometrică є°', 


contribuţie egală cu Va(P). Legătura dintre Va(P) şi фы Р) este dată de 
relația (3.441). Această relație este foarte utilă când suprafața o, este о 
fantă de o formă complicată, compusă din diferența (suma) a două 
fante simple o(? şi oj”. Se calculează atunci câmpul yal P) si W(P) gene- 
rat de fantele o(? respectiv, o, câmpul W(P) fiind dat de diferența 
(suma) câmpurilor val P) si (P). 


3.6.10. Principalele tipuri de difracție 


Pe ecranul (e) considerăm o fantă de suprafată в; Q este o sursă 


punetiformá ce emite unde sferice, iar P este punctul unde dorim să 
caleulăm câmpul rezultant (Р) prin intermediul formulei lui Kirchhoff 
). Coordonatele punctelor P si Q 


sau a formulei lui Sommerfeld (fig. 3.38 
le măsurăm faţă de sistemul de coordonate Owyz; planul ecranului coincide 
cu planul 20у. Punctele tantei sunt precizate prin intermediul sistemului 
207, axele OE si Om coineizând cu Oa si Оу, respectiv. 
Dacă T,, Ta, T4 sunt versorii axelor Ох, Oy si Оз, atunci 


dă = d£ dy Ty 
3.38 De asemenea, 


după cum rezultă evident din figura 
n, VHT TA (3.413) 


vor fi: 


„z) 


^ / ^" \ 
"T XQ YS 


Fig. 3.38 


R = [а + yF 2%. (3.444) 

Distantele de la punctele Q $i P la elementul de suprafață al fantet 
ry * Viri SE Hy — 0! i — ЕШ 205E 4 yon) + ЁЗ 35 

(3.445) 


r= Vaz 5 + (y — 3*9 а VRE (Е Ч FE, 


(3.446) 


pentru cá am utilizat şi expresiile (3.443) si (3.446). 


Admitánd că (5, 2) < (R, Ro), lümitàndu-ne. la puterile de ordin 


LE 


doi pentru £ și 4, prin dezvoltare in serie obţinem 


e ROMA UN SRE U (206 X Von (3.447) 
It, 24 2R 
atm, Ent: (ol -h um): 
r R i 4 e, Аа АЮУ us — 4 (3.4 13) 
n aR YR? 
Ou notaţiile uzuale 
e f a Ф UM y EE 
" [o [| Ed | (3.449) 
; "e 4 R R 


aia maia mă ун рт е) 


rezultă evident 


Fg oro It, -F I$. 0 


| 17 Ф,. (5.451) 
Sá exprimăm pe O. în f { 
Н ) 111 ` V nhat m ; : : : E 3 
0Q s OP. I iln functie de cosinusii directori ai directiilo! 
Че о, B si y cosi TH ; : ; : 
Fie a, B si y cosinuşii directori ai direcţiei OP. Prin definiție, 


a = соз( Р, 59; В = cos( Re, i); ү = cos( РӘ) 


Produsele scalare пе dau 


(3.452) 


RQ4,—ER-.a—3; RR By; RH. 


з= Ry = x (3453 
De aici, 


2. y 2 9 > » 
"e po ==: No сн yn (3.454) 


толло, dacă од, Во Și y, sunt cosinușii directori pentru direcția OQ 
atunci 


To Yo 20 2 ГУБЫ 
dp = — 5 Во ОЕ › «ол Bot Yo — 1 (3.455) 
Ro Ro Rû 
Înlocuind aceste rezultate în expresia lui O, obţinem 
Ф = — («+ оо) 5 — (B + Bon: (3.456) 


Dacă Ф, = 0, iar Ф, + 0 este vorba de fenomene de difracție de-a 
lungul razei principale. $ 
Într-adevăr, dacă Ф, = 0, atunci este necesar са 


a = — % şi В = — Bo (3.457) 
ceea ce implică РЫ 
у= Жү: (3.438) 


Drept urmare, punctul de observație P se va găsi pe directia OQ a® 
aceeași partea ecranului ca $i Q, dacă ү = vo Ñ în pattea opusă pentru 
Y= — y, În particular, pentru ao = Во 0, rexultà a = B = 0, ceea се 
înteam,nă că punctul P ru poate părăsi аха Os. 

Dacă 

O =0 şi ®, #0, (3.459) 

este cazul difracției, Fraunhofer. Expresia (3.450) ne eee 0 otet 

A Pesce f т deci sura şi punctul de observare 
co i f Ra — co pi R ¬ оо, О КА Are desi A 
pe oA оро “Undele incidente și cele ditractate vor fì plane, ima- 
AA se va forma їп planul focal al lentilei de observare, De aceea in 
optică aceste fenomene de difracție se Spune că se produc în planul focal 
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sau sunt nuimite fenomene de difracfie l'raunhofer, O altă denumire este 
difraetia la infinit. 

Dacă ti Ф, gi Ф, sunt diferite de zero, difraetin este în afara pla 
nului focal gi хо numeste difraefte Fresnel. 

înlocuind in formula lui Sommerfeld (3,435) rezultatul 
obținem 


(3.451) 


explik(eb, Ф], 


TTo 


WHP) 5 E explik( Ro «| mi юй 4 da, (5.460) 


" 


Aceasta este formula pe care o vom utiliza in &tudiul fenomenelor de 
difracție Fraunhofer si Fresnel. ! 
Dacă variaţia integrandului in raport cu factorii gi cos x este 
TTo 
lentă față de variația factorului exponential, atunci, într-o primă spro- 
ximatie, vom considera 
„A explik( Ro + R BE 
—]1-—- plik Ж 1 COS œ Z consi (3.461) 
A o 


şi deci 


W(P) & const \ехьщ, 4-0,)] d 5 d. (3.462) 


3.6.11. Difractia de-a lungul razei principale 


Conform preeizárilor făcute in paragraful anterior, pentru acest tip 
de difracție Ф, = 0, ceea ce conduce la următoarea formă pentru relaţia 
(3.460) 


„A ii pli KO, 
q( P) = — rd ` exp[14( Ro + 2) ] | Sx pO RO a) cos a do. (3.463) 
` 770 
De asemenea, din (3.451) vom avea 
To +r = Ro +R -HO (3.464) 


Aceste rezultate le vom folosi în continuare. 

3.6.11.1. Difrae(ia po un dise circular. Să admitem că ecranul opac 
(e), (fig. 3.39), este un disc opac de rază а, Q свбе o sursă punetitormă, ior 
P este punctul de observare. Punctele Q, О, P so găsesc, pentru simplitate, 
chiar pe axa principală a dispozitivului, În plus, vom admite că punctele 
P si Q sunt simetrice fată de discul (e), coea co simplified mult cal- 
culele pentru CĂ r em ry și R = ho Do aceon, din (3.464) vom ауса pentru 
Ф, expresia 


i, = 2( — R), (3.465) 


În planul 20y introducem coordonatele polare (р, p), astfel încât 


Ф == p COB p, y = puin p (3.466) 
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Fig. 3.39 
iar pentru elementul de suprafaţă do obţinem 


| do = рар dg, (3.461) 
| р variind de la marginea discului la infinit, iar e de la zero la 2z. Cum, 
| din figura 3.39, 
i 

1% 3 
| cos «=— iar 72 = g? + R?, (3.168) 

= 

este evident că рар =r dr. Înlocuind, ecuaţia (3.463) devine 
со 
ехр(21 kr 
V(P) —-—ik-A: R \ ср). dr, (3.469) 
ү r2 


integrala extinzându-se pe întreaga suprafață geometrică, deci planul 
20у exceptând suprafaţa discului. — — ^ j | 3 
Efectuánd succesiv integrări prin părţi obținem rezultatul final 


1 exp [2i k/a? + Е? 1 Kom wl Ee (3.410) 
un m voce шз RENE UM de Var p RE Ў 


În ipoteza R > à relația (3.470) se reduce la primul termen si atunci 
intensitatea undei în punctul P este 
А?Р? 


а C CEDE E (3.411) 
I(P) —* OG) = Agi RT (3.411) 
În absenţa discului, unda în punctul P va fi 

| сыыр (3.472) 

| WB ma gat: 

i i itat ine atunci 
conform definiţiei undei sferice. Intensitatea da? ine E 
n 


A 
ІР) = PG) = тыг" 
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Rezultatul este токе pentru că (3.473) se obține din (3.471) punând 
a = 0. În consecință, 


ICD) QN 
IP) — (a? + R3) 


Să obsorvăm că pe аха principală, in spatele discului opac, inten 
sitatea undei rezultante este diferită de zero. Pentru R — oo din (3.474) 
obținem I(P) =I P). Se înţelege că limita Је — co exprimă їйрїп сй, 
R > X. În cazul undelor luminoase fenomenul a fost prezis de către 
Poisson (1781 —1840) ca fiind o absurditate ce rezultă din teoria ondula 
torie a luminii emisă de Fresnel. Arago (1786 —1853) a realizat expe 
rienta si a observat existența unei zone luminoase cum a prevăzut 
Poisson. 

3.6.11.2. Diiraetia pe o fantá circulară. Să considerăm acum că 
planul xOy este un ecran opac prevăzut cu o fantá circulară de rază a 
(fig. 3.40). Q este sursa punetiformá, iar P — punctul de observare; 
amândouă aceste puncte se găsesc pe axa principală. Pentru simplitate 
admitem că punetele P si Q sunt simetrice în raport cu planul fantei, 
deci r =T R = Ry şi х = ap. Procedând la fel ca în cazul difracției pe 
un disc circular, integrala (3.463) devine 


(3.474) 


ФР) C—ikAR | EXEAT dr (3.475) 
pă 


N 


О succesiune de integrări prin părți ne conduce la următorul re- 
zultat : 


i 2xp(2i kV a2 -- R2 
їл е d. U [Ё i Jes ika? +R 
2 Ка? + R? a + R? , 
i Yexp(2i KR) н 
— [1 — Ae 3.416) 
| на) R2 di | | 


Fig. 3.40 


^ Dacă vom pune indicii 
(3.416), respeetiv, 


D (dise) si F {f Y 7 : 
à : MIL (Гал) la relațiile (3.470) si 
sdunându-le obtinem elatiile | i y 


VUPY = МР) + pipi 4 ASPIRE) (3477) 
Observăm ei luă i cei i i n 

з NE Ў я чапа şi ceilalți termeni de ordin superior in expre- 
S (3-410) ŞI (3.476), relaţia (3.477) se reduce doar la primul termen ce 
descrie о undă sferică la distanța 2R de sursă (aceasta este start de 


a Sursa Q la - ` TOME хе А 
la sursa © la punctul de observare P). Se confirmă astfel principiul lui 


| 
| 

| 

| 

пе. Într-adeorăr “тачат js 

Babinet. Intr-adevăr, revenind la expresiile de bază (3.469) si (3 A15) 
rezulti prin sumarea lor ) 8 475 


оо yarr 
; z r arni О TI» C ае ә; A 
ФАР) +YP) = іка] SERALE EET рекоа лу v] Ed 
y r? 
| Ү ат+кї R 
| = T 
: exp(21 kr 
f — ikAR | кырс) dr. (3.478) 
т> 
| R 
Calculul riguros al integralei (3.478) este dificil. Dar, soluţia, într-o 
SN = . : казе T. FINO x d 
primă aproximaţie, se poate obține fie din (3.470) la limita a —0 si LR =0, 
wii 


t 1 
fie din relaţia (3.116) la limita a — оо $1, de asemena, TR = 0. Rezul- 


tatele confirmă formula (3.471). 
Să obţinem acum intensitatea undei rezultante în punctul P. Folo- 


sind (3.476) vom avea 


Tor MON П 
колер ге F (ai Lg 
2 cos[2k(/a? F RF — 2 : (3.419) 


Ra? + Е?) 


А amahina —— & 0. Dacă utilizăm expresia 
pentru că am considerat: aproximaţia ER gt I 


(2.413). atunci 
Бъ nog B үнү Tm - m 
ИР) = 14Р) |! EUER A 
(3.480) 
Dacă fanta este variabilă, tip iris, atunci când ea este închisă, 
а =0 şi deci (Р) =0, cum este gi firesc. 


269 


Dach fanta oste deschiali «lod nu trebuie să avem fenomen de di- 


traite pentra a — оо, IHn (3.480) rezultă cu adevărat сй în acest caz 
nm lá P). 

Беа (3.480) evidentiaxü faptul că J(P) este o funcţie relativ 
complicată atât im raport cu raza fantei a, cât și in raport cu poziţia 
punetuatui P. 


Aümitànd că R > a, expresia (3.480) devine 


j ü a? " 2 
ҚР) FTN CER a ° 23, 2 cos cih, (3.481) 
\ Rm К? R 


pentru că in dezvoltările in serie ne-am limitat la termenii de ordin doi. 


3.6.12. Difractia Fraunhofer 


În acest caz este satisfăcută condiţia (3.459) şi drept urmare feno- 
menele de difracție vor îi descrise prin intermediul expresiei (3.460), care 
devine 

: „А "P (C expli Ф) 
WP) = —i-—explik( Ro + R)) тыр cos « dc (3.182) 
^ rr 0 
с 

Să particularizăm acest rezultat, 

3.6121. Fantă dreptunghiulară. In planul 20у considerăm o fantá 
dreptungiulară de laturi a si b (fis. 3.41). Este evident că do = dE dr, 
iar cos a> 1 pentru că ne concentrăm atenţia asupra regiunilor unghiulare 
din vecinătatea normală la fant. In aceste ipoteze expresia (3.482) 
devine 


VP) uzi ОЮ tR] i d£ ا‎ ікФ)ау (3.493) 


2 Tro 


cu 


а т у y 
Ф АА 0 Ж T A FA REA Я 
е 


Difracţia Fraunhofer corespunde formal situaţiilor pentru саге 
R, — оо ві м ¬ oo, deci situaţia undelor plane, Fie a, si х unghiurile 
făcute de fasciculele incident $i difraetat cu direcția Оз în planul 202 
(fig- 3.41). Atunci 


1 


HT, = Do cos(00* — ao) == Rosin «o = 20 
(3.485) 


Ët = В. Ў.Г = Юсоң(00° +a) m — Rsina a, 


Așadar, 


| 
J; 
B 
R 
© 

| 
| 

| 
Iz] 
R 
e 
+ 
0 
@ 


Dacă 8, şi 8 sunt unghiurile dintre fasciculele incident şi difractat 
cujdirecţia Oz, care este normală la fantă, în planul yOz, atunci, la fel ca 
mai sus (fig. 3.42), 


— — sin B. (3.481) 


Rezultatele (3.486) şi (3.487) ne permit să scriem expresia pentru 


Ф, astfel: 
: У 31 аў 6 ^c 
Ф, = — E(sin «y — 810 о) — (sin Bo — sin В). (3.488) 
e in produsul a două integrale, după $ 


Interala (3.482) se descompun 
à e la următorul rezultat : 


și 7, Calculul este elementar şi conduc 


A explik( Ro + I ai Bin Qe . 
pp) eer uadit 
A TTo Pa Po 


Bin 9 


(3.439) 


Aici s-a notat : 
Ф EL. (sin a — BIN a), 
1:9 (3.490) 


kb ai сайлый), 
PR m= (n By — sin 6) 


\2Р 
| \ 
| | 
| № 
| 
| 
— — M pp —— А سسس‎ V UR ONERE a 
| 
N 
N 4 | 
| 
e 
NS 
20 
Fig. 3.42 
Intensitatea undei difractate în punctul P уатћ 
SIN o, \2/ sino, Y даа 
IP) = фєР)ИР) 4 ? n P ): (3.491) 
Qa Oo 
unde 
ا‎ (3.492) 
A2 PAIS 
e:te intensitatea undei incidente în planul fantei (planul 20у). 
А 2 Ж sin Ф ? 
Să construim graficul funcției f(x) =| i : 
Observăm că minimele nule corespund situației 
Binz =0, adică 2 — n5 m —-rl, HA. (3.493) 
Apoi, 
lim 522 == 
30 m 
deci punctul 
m =0 (3.494) 


defineşte mazimul central (таіти! principal). 
Pentru а afla maximele secundare punem condiția de anulare a 
derivatei întâi a funcţiei. Obtinem ecuaţia transcendentă 


tg v =g, (3.495) 
care admite soluțiile aproximative 
T 2 
g g (2m хасу тош 1,98, ... (3.496) 


În tabelul alăturat prezentăm cinci maxime ale funcției f(a), iar 
figura 3.43 ne arată graficul acestei funcții, 
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Intensiteatea undei difr 
la, folosind rezultatele anterioare de-a lungul 
х 2 34441 . ? b 
& două direc (n perpendiculare definite prin 
condițiile de tip (3.493), adică 


асабо во VO атт 


Фа — Тату т, = +] 


» E 2,... (3.497) 


| 2 | " fe) =| M 


0 1 
| 1,430 x = 4,493 | 0,04718 
2,459 л = 7,725 0,01694 
аА 
3,470 x = 10,90 0,00834 
кеш ало А ш 
4,479 x —14,07 | 0,00503 
E ET Ni Fig. 3.43 
à i | 
Фь = mrs т = 4-14 42,... (3.498) 
Prin înlocuirea expresiilor (3.490) condițiile de minim nul devin 
(Sin ap — sin о) Mg m. = E po... (3.499) 
si | 
b(sin fo — sin 6) = тА, my = 1,5593. s (3.500) 
Maximul principal impune cerinţele, ca 
Ger 0 Com (8.501) 
adică 
dom %0 ȘI B = Bo (3.502) 


Deci, maximul principal se formează pe direcția fasciculului incident. 
о astfel de imagine de difracție. este, redată calitativ іп Паш» 
ойле 
3.44, 


سے 
CE‏ 


pe m Lt 


І 
| 
(п! 
ШЇ 
ҮШ! 


а 
Саа 
ceea СЕ 
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18—c. 567 


56.122, Fantă filiformà. Să admitem că dimensiunea Û 
dreptunghiulare este mult mai mare decât 
Drept urmare, fenomene de difracție ве vor produce doar in plane para- 
lele cu planul 202, iar Ф, devine 


a fantei 
dimensiunea a a acesteia, 


Ф, — E(sin a, — sin а). (3.503) 
Elementul de suprafaţă al fantei este 
do b dă, (3.504) 


lar integrala (3.482), pentru regiuni ungiulare din vecinătatea normală 
la ап, capătă forma 


Fa (c RES 
Р) = — i EO T exp[ik( Ry + R)] V exp(ik Ф,)а#. (3.505) 
"о 
—а/2 

De aici obţinem uşor 
| „A ар : sin Фа : 
WP) = —i-. - ^ exp(ik(R, + Ry] fe, (3.506) 

А 770 Фа 
expresie ce rezultă din (3.489) la limita o, — 0. Intensitatea luminii va fi 
ID) 5 (= = e ). (3.507) 
Фа 


Distribuţia intensității luminii este redată în figura 3.43. 

3.6.12.3. Reţeaua de diiraetie plană. O reţea de difracție plană 
constă dintr-un sistem de fante identice, paralele, echidistante şi copla- 
nare (fig. 3.45). 

Fanta are lăţimea a şi lungimea L, mult mai mare decât a. 
Intervalul opac are lăţimea b şi aceeaşi lungime L; evident cá L » b. 
Reţeaua se găseşte in planul 20у; difractia, la fel ca în cazul fantei 
filiforme, se va observa in plane paralele cu 202. 

Numim echidistantá mărimea 

l —a +b, (3.308) 
adică distanţă dintre două fante consecutive. Uneori această mărime este 
numită gi constanta rețelei. Fizic, intuim acum că va trebui să sumăm con- 
tribuţiile fenomenelor de difracție produse de totalitatea fantelor ce 
alcătuiesc rețeaua de difracție. În figura 3.46 este schițat mersul undelor 
plane în planul yOz; X, reprezintă frontul de undă incident la rețea, 
iar E, descrie frontul de undă ce va fi observat in punctul P. Notatiile 
sunt cele corespunzătoare difracției produse de o fantă filiformă. Câmpul 
produs de fanta numărul n a reţelei este, după relația (3.505), 


nta 


Va P. ——i A Bon exp[ik( Ro + .R)] \ ехр(ідФ,) а= (3.509) 
TTo ; 
ni 
pentru că elementul de suprafaţă da este acum 
do = 10°, (3.510) 


iar fanta n se güsestela distnta у» = nl de originea aleasă a sistemului 
do referință. Menționăm că pentru Ф, este aplicabilă expresia (3.503). 


Cu notaţiile 
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Pig. 3.45 


Da kalsin zy — sin a), (3.511) 
44 


Фі == 2 kl(sin aq — sin 0.), (3.519) 


integrala (3.509) ne conduce la rezultatul 


Й „тә exp(— 2ig,) — 1 
ф„( Р): ы сыш exp [ik( Ro + Ry]— Еа X 
A TTo 2 Фа 

x exp(— 2i n gi)- (3.513) 
Câmpul produs de cele N fante và fi 
îi 

(Р) = V. ya P). (3.513) 
ФСР) > 


Observând că 
N 
» exp(— 2inq) = exp! 


ned 
pentru câmpul rezultant їп punctul P diee 
р A. 2.95 22160 L exp RR, + RX 
^ Tro 2 Фа 
Х 1— exp( = Ф). VOS 
x exp(— 21%) S 9. Ion 


= exp(— DIN e) 
TUS о Дана А (3514) 
1 — exp(— 2іф) 


Ceca ce se măsoară este intensitatea undei, adică 


; At. L?-a? (sin Pa ү? fain NOE ET 

Hi Р) УЫ p. (Р) | ч | | ы | ^ | à (9.210! 
22 r? f$ Qa SD Y f 
Dacă a == ap; atunci o, 0 8i Ф = 0, ceea ce inseamnă că obti 
nem intensitatea fasciculului incident, 

A?- 1,2 а? [35 E11 

Ig - я us "n [60.210 

A2. pd pă 


a + 


Aşadar, expresia intensității undei la trecerea prin reţele plane va fi 


I(P).— І, | sin 9; J (к (3.517) 


Фа sin Ф, 


Se poate interpreta acest rezultat în sensul cá unda difractată ‹ 
o reţea plană are intensitatea, 


sin МФ, \? 
n ا‎ 
sin 9, 


sin 9, X? 
modulatá de factorul lw) i 


Фа 
| Calculăm valorile extreme şi reprezentăm grafic distribuţia intensi- 
tátii undei difractate, de o reţea plană prin transmisie folosind expresia 


(3.047). 
Condiţia de extremum 


QUE у) 
d?, 
ne conduce la relaţia 
sin N? i З А 
a eM Sin p; соз NP, — sin МФ, ° соз?) = 0. (3.518) 


sin? Ф; 
Dacá 
sin МФ, = 0, adică №, == тит, mi = 551, 4 2,... (3.519) 


atunci I(P) =0. Aceasta este deci o condiție de minim nul, condiţie ce 
mai poate fi scrisă și sub forma echivalentă 


(Bin go — sin о) = mi; m = 41, k2... (3.520) 
Bă observăm cá pentru m; = 0, qı = 0 si deci 
i r 2 
lim (ы =) = №, (3.521) 
‚50 V Bin Ф, i 


În acest caz intesitatea rezultantă defineşte maximul principal 
de ordin zero egal cu 


f a 
ІР) == N'I wl (3.522) 
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Maximele secundar T "3 
ecundare, după (3.518), sunt definite prin ecuaţia 


7а 7 jj 
UN = N ig Qis (3.523) 


care are soluția aproximativă 


pa >: Т; (3.524) 
ба р = 1,4... N — 1. 
Relaţiile (3.517) şi (3.522) ne permit să seriem 
1 sin N4 2 
IP) = = І.Р) (су үү, (3.525) 
№? Sin Ф | 
Pe de altă parte, ştiind că 
192 N 
sin? NE, = te” NOR ; 
1 uc ig* NO, 
înlocuind rezultatul (3.523), obţinem în final 
IP) = MEAD МЇ sb (3.526) 
1 + (N2 — 1) sin? 9, 
Баса 
sin Ф, =0;› p = mz, eum = 0, EL, -2,... (3.527) 


atunci, după (3.526), I(P) = I,,(P). Deci condiţia (3.521) este o condiție 
de mazim principal. 

Dar condiţia de mazim. principal nu trebuie să coincidà cu conditi: 
de minim nul, pentru acelasi punetul P, ceea ce înseamnă, după (3.527) 
şi (3.519), că 


onditia 


Tn ms (3.528) 
N 


Фф == MT + 


Drept urmare, 
m = Nm + P, 


. Este evident de aici e | 
minime nule şi У — 2 maxime secundare. 
Si evaluăm acum intensitatea maximelor 
obţinem 


cu p = о Ао (№ — 1) (3.529) 


д între două maxime principale sunt A 


secundare. Din (3.524) 


2р -F =) n, (3.530) 


T : e, Ca urmare 
pentru poziţia maximelor secundare. Са urmare, 


4 (2p + 1) 
Ф == p | 1 (27 +1) i mmm + м т, 
sin j == sin (жаан иш sini т сов "mm e 3? 
(3.531) 
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atunci când N (numărul funtelor) este suficient de mare. Inloeuind în 
(3.526) obtinem 


I, P) 
IA ЕОНИ 
AN? 


Admitànd că numărul fantelor este atât de mare încât N? — 1x М 3, iar 
numărul p al maximelor secundare este redus, atunci (3.532) devine 


4 AG epa 
LP) а a pp). (3.533) 
(2p + 1)'z? 
Deci, intensitatea maximului principal și a maximelor secundare 
mai apropiate sunt în raportul 


(3.532) 


TOUT COMER que. аны ET 70,045 10,010: 00088 :... 
(3.534) 


Dacă N este mare, maximele secundare sunt mult mai mici decât 
maximele principale. 
Pentru a trece de là un maxim principal la minimul nul cel mai 
apropiat este necesar са p, să varieze cu 
1 Wu 
АФ (М — т) = т, (3.535) 
N 


în conformitate cu (3.528). 
Pentru a trece însă de la un maxim principal la maximul principal 
vecin este necesar, după aceeaşi formulă, ca Аф, să varieze cu 


AP(M — M) — m. (3.536) 


Așadar, 
АФ (М — М) = N‘ Ae(M — m), (3.537) 


ceea ce înseamnă, cá madimele principale sunt foarte înguste dacă N este 
suficient de mare. 

În figura 3.47 redăm calitativ dependenţa lui I(P) de о, conform 
relației (3.526), pentru N = 6. 


Iipr 
1 


72л Я 


Fig, 3.47 
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aus геч ч 1251 i 
| 1500 evident că aici nu am ţinut cont de faptul cá / 
si de фа. 
„Spre exemplu, dacă în punctul P sunt simultan satisfăcute con 
ditiile 


depinde 


pr 


Sin pa == 0 gi sin р = 0 (3.538) 
atunci maximul principal respectiv nu mai apare, conform rezultatului 
(3.522). După (3.511) şi (3.512) aceste coincidente apar când 


ră. : 
ue ES (Sin «y — sin х) = m'r (3.539) 


TL s, 2 : 
Фу = T4 (Sin «y — sin х) = mr. (3.540) 


De aici obţinem 


cum = +1, +2, -3,... si m =0 +1, 42,... 


3.6.12.4. Două lante filiforme identice. Vom particulariza pentru 
2 


N = 2 rezultatul (3.517) obţinut în cazul reţelei de difracție, 
} 4 m DARET 
ИР) = І, тү. Pa (8 2 У (3.541 
Фа sin Ф; 
Cum sin 29, = 2 sin Ф; Cos фі, obținem în final 
I(P) = 4I, [es Фа ) NT (3.542) 
Pa 


Asadar, intensitatea undei difractate în punctul P de sistemul 
alcătuit din două fante filiforme este 


I(P) = I,(P) = 41,(Р) coste (3.543) 


unde I,(P) corespunde intensității undei difractate de o singură fantà 
în conformitate cu relaţia (3.507). Să observăm că intensitatea undei 
difractate de o singură fantü este modulată de factorul cos Qr. ДА 

Dacă admitem că | = 2a, atunci, după (3.511) și (3.512), qı = 2? 
ceea ce ne permite să scriem 


TOP) ms 4l ت(‎ * cos? 29, (3.544) 


Este evident că minimele mule se obţin în cazurile când 


gin pa == 0, Фо == mim m, kb ct P (3.545) 
gi 
m, = 0, cli Er. (3.546) 


т 


ta): T SAU" d (b): cos?2 t, 


9» | ГА lo 


BRE C д 0 Л 2t OR d 


Fig. 3.49 


; uo х Sin oa)? 
În figura 3.48 (a) se redă dependenţa de o, a functiei eem) ` 
: f : SO : Фа 4 
iar curba (b) redă dependenţa, funcției c08*2o9,. Prin compunerea grafici 
a lor obţinem curba rezultantă descrisă de functia (3.544). Acest lucru 
este realizat calitativ in figura 3.49, 
. Remarcăm faptul că experimentul Young legat. de interferenta 
luminii corespunde situaţiei în care J (P) = const, in formula (3.543). 
3.6.12,5, Zonă eireularü, Presupunem că ecranul opac (e) contine 
o zonă circulară delimitată de cercurile concentrice de raze Q Și es 
(fig. 3.50). Admitem că la ecranul (e) este incident un fascicul normal de 
unde. Drept urmare, unghiul dintra direcţia fasciculului incident şi nor- 
mala la ecranul (6) este m, ceea се ne oferă posibilitatea să transeriem 
relaţia fundamentală (3.481) asttel: 


ехр(1КФ,) d 
Tro 


Р) а i £ exp [IRR + R) \ в, (3.547) 
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Û zána tu 
[ШҮ Sin 
e 7 m 


Fig. 3.50 


Pentru simplitatea calculelor simetria cilindrică sugerează ca ele- 
mentul de suprafaţă do să fie descria prin intermediul coordonatelor 
polare (p, 0) din planul EO care coincide cu planul 20у 


E = p COR 0, "mp gin 0. (3.548) 
Fasciculul incident fiind paralel cu axa Oz, vom avea 
ду = р бов 0, yo = o Bin 0, (3.549) 


unde 7o, Yo Și 2, sunt coordonatele sursei undelor, 

Ne interesează să aflăm intensitatea undelor în punctul P. Pentru 
aceasta considerăm un plan (e,) paralel cu planul (e), plan ce conţine 
punctul P. În acest plan folosim coordonatele polare (e; 0), conform 
figurii 3.50, Putem astfel serie 

а p' сов 0', -y == р Bin 0' (3.550) 


Dacá axele OE şi O'E' respectiv On și O'q! sunt paralele şi în acelaşi plan 
atunci 0 = 0, 

Dacă ж este unghiul dintre direo(iu fasciculului Incident și a celui 
difraetat, atunci vom avea ві relaţia 


ча) A (3.551) 
SIN Gud eme. o. 1 
AUT SR 
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Avem acum toate elementele pentru 


& calcul cos pre 
de velatia. (3.443) 
o i бе e" А a fy 
i eost 0 w) p RIN g COR (0 3 ) 
Ro R Ra 
Presupunànd că p « Ro ipoteză admisă in cadrul difracției 


vozultatul (3.552) dovine 


Ф, 


e sin a eos (0 


Cum elementul de suprafati al tuntei este 


da 


e 40 dp, 


câmpul in punctul P va ti, după (3.547), 


A exp liA Ro 


WP) & i 
À Pho 


Este evident că expresia (3.555) se mai 


urmàtor : 


«Da ; A explik(Ro + R)] 


rro 


$ 
2n e 


- ao È влее ikọ sin « cos (Ө — 0')] 


0 o 


0 


0^). 


poate serie 


| 


ia Ф, dat 


Fraunho 


f 


Pe 
m) (aof p dọ'exp[— ikp віп g cos 0— 6' 


о m 


(7 e : 
uH 


(3.556) 


și in modul 


о 
| Ш ede: exp[— ikpsin «cos (0—6')] — 


Orientarea axelor O'Z' si O'z' este arbitrară pentru punctul P o 


d 


dată fixat. De aceea putem alege, pentru simplitate, valoarea 6' — — 
t 4 Зп T : : " ў 
ceea се implică cos [ 0. — -| = — sin Û, Formula (3.556) devine 
A HRTEM 
ix , A OXD iki R E R : ^ 
WP) zim PUR Ro 1 \ гар (40. explike Rin a. sin 0) — 
۸ Pro 1 
о 0 
ei 27 


zi ede ( 10 · exp (ike віп «° sin 0) 


„ 


0 


n 


› 
- 


J «(4) B. | ex p (iu sin 0 — i n0) 40, 


ет 


eu s număr natural, integralele (3,557) devin 


VP) a i— 
е, 2 "у 


A exp [ik(Ro + R)] 2r 


(k віп a) 


— (kp, sin a) (Кр nin х) }, 
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l. 


Folosind reprezentarea integrală a funcţiei Bessel 


fa RR) 
(ada) 


; UR Ba sin a) Ju pa sin a) 


"Т. 
ег, 


Notànd : 
kg sina = н, 


câmpul în punctul P se poate scrie 


E > GLIR { \ є 
UP) x; SSP ПЕСН, + К] — 7x 1 [24,05 | 
А х — 4 2 . 
i TTo (ksing) {2 ^ ts ! 
9 
кн 22:08 v 
9 ! 3 j (3.558) 
2 и 
entru intensitatea rez antă $ : 4 
Pentru intensitatea rezultantă în punctul Р obţinem mai departe 
еру 4 ў А? 2 ) 12 
ИР) = 9*(P) Р) = ы иі [221 us) ] B 
r?r;k? sint a E | RETA 
ә е \ 3 = с А 
pl 27,00) 1 ы? 2J (14) 24, (us) 1| A 
луу === uius ~ 3.559) 
+ UM 2 L us T ү 
O altă formă echivalentă este 
2 É -> Si 2 ON UT SEIT 2 
ПР) = A آي‎ Рз sin a), Ji 2J (kg, sin а) r 
Ak?r?r; ke, sin а 5 Ер, sin х J 
э» af 271 (Eg, sin « 2J (Ер sin а) бес: 
— 2р: рз = = : (3.560) 
| ke.sina kg, Sin x 


Important este faptul cá distribuţia intensității undei rezultante 
este determinată de funcţia : 
9 7 .( 2 ELA 
F(u) = эме : (3.561) 
u 
care este tabelată, având următoarele proprietăţi 
lim F(u) =0; 


9 бәү 
(3.202) 


ч — 00 
Е = 0 pentru и = 3,832; 7,016; 10,174-..; (3.563) 
valorile maxime sunt caracterizate prin mărimile 
КИ Oi 0409 1. g417 11830 (хе, 
max() 1 0,0175 0,0042 0,0016 


max 
Fizic, u — co înseamnă A ¬ 0, adică aproximația geometrică, În 
acest caz se observă că I(P) — 0 pentru că F(u) tinde là zero mat rapid 
decât tinde spre infinit vectorul de undă К. 
3.6.12.6, Dialragmă cireulará, Referindu-ne la figura 3.50, să admi- 
tem că ех 
Ф. = 0 gi ра (3.562) 
ireulará de rază a. Figura 351 


ne o fantă о ' i 
rezentat de figura 3.50. 


În acest caz ecranul (4) conti 
în sistemul rep 


prezintă o secţiune meridiană 
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(е) ра Af 
| 


Fig, 3,51 


După relaţia (3.560), în condiţiile (3.565), intensitatea rezultantă în 
punctul P va fi 


: 2J.(ka sin а) 1? 
NP) = 1,| SEER 3.566 
ka sin о. 
unde am notat 
AZa4 3 
І, = — ктун) (3.56 
Ak? r^r, 


o mărime aproximativ constantă. 

Locul geometric al punctelor pentru care intensitatea rezultant 
este constantă se obţine din condiţia ka sin x = const, adică, folosind 
rezultatele (3.550) si (3.551), 

/ DEE aa 
VAR (3.56 


Sin g =-=- L——— = const. (3.563) 
R R è 


„Curbele de pe ecranul (e,) ce satisfac condiția (3.568) su numesc 
franje de difracție. În cazul nostru ele sunt nişte cercuri concentrice cu raza 
h sin g și centrul O'. 

Conform rezultatului (3.563) intensitatea rezultantă este nulă de-a 
lungul franjelor de difracție definite prin 


^ 3,882. ., 7,016 10,17: 
ВИ) бү == _ ^, BIN aq == - ы , SID da = № 4 (3.569! 
ka ka ka \ 
gau, echivalent, 
үй), 1.2: AU OE no A 1 À A 
RIN @, 22—, BIN «, 52,98 e RD > 3,94 е, о. (3.570) 
2а 2a 24 


2a find diametrul fantei circulare, 
Intensitatea maximi, după (3.504), se obţine în punctul ka sin x = 0, 
4 4 , 4 ` 
adică în punctul O'. Maximele secundare, după cum este reprezentat cali- 
tativ și în figură 4,52, scad rapid, Primul maxim secundar este de aproxi- 
mativ 80 de ori mai puțin intens ea maximul central, 
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ТРТ? 
РІЛ, 


3.6.12.7. Dise eireular. Să presupunem acum, referindu-ne la figura 
3.50, că ecranul (e) conţine doar un dise circular, evident opac, de 
rază a. Aceasta înseamnă că vom considera 
ол == ою оо. (3.511 
Proprietatea (3.562) ne permite să particularizăm relaţia (3.560) 
astfel : 


(3.912) 


2. v0, $ i d c =- 
TE A 


Aici s-a utilizat notația (3.567). În plus, observăm că expresiile (3.572) si 
(3.566) sunt identice. Deci, un dise circular opac de rază a produce pe 
ecranul de observare aceeași distribuţie а intensității undelor еа ў о 
fantă circulară de aceeaşi rază. În aproximaţia Fraunhofer, în spatele 
unui dise орас totdeauna intensitatea undelor este nenulă, valoarea 
maximă corespunzând punctului de simetrie 0". 


3.6.13. Difractia Fresnel 


S-a arătat anterior că in relaţia fundamentală (3.460) mărimea Ф, 
caracterizează difraetia Fraunhofer. De asemenea, s» precizat că pentru 
Ф, ki Ф, diferiți de zero difracpia este de tip Fresnel. În aceste condiţii 
insă evaluarea integralei de difracție (3.460) devine imposibilă cu ajutorul 
funcţiilor simple. 

Pentru a simplifica oarecum ac 
de referință astfel încât Фу să ве anuleze, Pt 
sursa de lumină Q eu punctul de observaţie 
nului (e) se alege drept origine à sistemului de 
este normală la planul fantei (ecranul (6)). 


castă integrală vom alege un sistem 
Punctul în care dreapta ce uneşte 
P intersectează planul ecra- 
coordonate Ошу. Аха Oz 
Această axă împreună cu 
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f 
Qi 9s. 26! LA Y di 
b». о V4] „a 
>>» & dE. э d 
T уу уч, | [- L^ 
, dw PP $ 2 
4 Ра Иа | 
а А az Р 7 
о. 1-4 7 Ж 
ET A Ro LLL Ж, 
шә; 4 
Pu yz 
Fig. 3.925 
directia QP defineste planul de incidență, haşurat iu figura 3-53. Axel 


r 


Oy si O1 coincid : ele au dinectia 1ntersecí He planului de inciden етй eu 
planul deschiderii (ecranul (e). În figura 3.52 planul de сасна est 
chiar planul hârtiei. Axele Oz şi OZ de asemenea coincid și sunt normale 
la axele Oy si 02. Evident că în planul (e) se găsesc axele Oz, ду. respectiv 
ӨЕ gî Оз. | 

În aceste ipoteze, conform figurii 3.53, 


E 


= 60; Zo = Ф 
= 1 y 
ag N =9 
Р 5 ).9 1 
2 2 
сов Ө = = — 0. 
Е Е, 


înlocuind în expresia (3.449) obţinem într-adevăr Ф, = 0. Se înțelege 
єй această alegere nu are un caracter foarte general. Observatia feno- 
menelor de difracție va trebui deci limitată la o regiune care nu pătrunde 
prea departe în umbra geometrică, 


Folosind condiţiile (3.573) in 1 (3.450) rezultá 


Ф, = —[— += 1)62 + n? сов? 6). (3.574) 
(е Эб rU MC N S 


Cu notaţiile 


-— 


3.513) 


w? Aes E Ex x) т? соз? 0, 
0 


vom avea 


ko, = T (02 + ш). (3.576) 
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Integrala fundamentală (3.460) devine 


exp] i — (v? 4 w^ | 

"B , (A ; А 2 : 

(Р) г {—— exp 102, + 2)) E бов 2 dc 
J. 


77) 


а 


(5.511) 


in ipotezele incluse în relaţiile (2.461) putem rescrie rezultatul 
(3.577) sub forma (3.462), adică 


Tu 


ФР) = const. | exp | (c? -- | dv dw. (3.578) 


[7 


t2 


9 


3.6.13.1. Integralele Fresnel. Spirala Cornu. Integralele Fresnel sunt 
definite în modul următor : 


0)7) = V cos = u? du, (3.519) 
J 2 
É 

М) (sin a u? da. (3.580) 
0 


Sá observăm. că aceste funcții sunt impare, deci 
Qu т) = — €( т) si S(— т) = — 5( т). (3.581 ) 


Pentru aplicaţiile practice se folosesc fie tabele ale funcţiilor О( т) și S(-), 
fie diagrame ale spiralei Carnu. 

În figura 3.54 este prezentată, în planul complex C( х), 15(7), depen- 
denta dintre aceste două funcţii. Se observă că această dependenţă este 
о spirală numită spirală Сатти (fig. 3.55) 


15(5) 


Fig, 3,54 


Dacă in expresiile (3.579) si (3.580) 


S 
"abd dezvoltăm in serie funcțiile 
SE AME - - e dE d DUNT E RA 
| | I 4 LAM! COS — и" ŞI Sin — w^ gi аро inic- 
таа | 4 ÎN Bs 2 
| | | {| Г) А grim, obţinem 
à i 


1 ж 8 
(= [i - [s =) + 
2185 2 


1 io T. 1 EREN arici 
sa Ea р м zà) ——— (E. кр жо ni (3.083) 
3! | 3 J 5111 3 


Să observăm că integrala Fresnel (3.579) se. poate scrie si in modul 
următor : 


EA ci POR t T. ^. du x 
Cta) = Cla) ¬ С с (s 5 «) —. (3.534) 
«Wu 


În urma integrării prin părţi se obține 


} Je 4 тј o 1 
C(2) = С( oo.) + —— sin (= =) зу wol (cos = 2 EE AS ou) 
TT 2 du 2 Ja Tas 


Continuând procesul de integrare prin părţi rezultă 


С( т) = €( оо) [2а ses (2 =) — QU sin [= =) | (3.580) 


Tc 2 
4 


şi în mod analog pentru integrala Fresnel (3,580), 


S( 7) = 8( о) — = [озш E 3 + Q(7) cos (= ә) | (3.587) 


NF ә 


În aceste expresii в-а notat 


t 2 3 1 (3 5 sd T 
Tp mL Costo ب‎ 
991 >= EZ ti 


(3.5883) 


1 iS vas 1. 3^ 5° i `9 


integralele Proanel (3,519) si (3,580) ne permit să seriem 


۵ 
^ 


C( го) 4 18( 00) exp ( = e?) du, (3.589) 
0 
۱ 2 
Cum 
© 
ا‎ ( = u?) du = (1--1) (3.590) 
LI э 
din (3.539) rezultă imediat că 
` y 1 ы 
C( оо) == Sta) =. (3.591) 
э 


Integralele Fresnel (3.579) si (3.580) ne arată că 
C(0) = S(0) =0. (3.592) 


Dacă alegem coordonatele punctului P tocmai C( r) si S( 7), după 
cum este redat în figura 3.55, rezultatul (3.592) ne arată că curba S(C) 
porneşte din originea sistemului de coordonate C =0, S =0. Proprie- 

tatea (3.931) evidentiaz ^ faptul că această curbă esto antisimetrică in 
raport cu cele două axe : OC si OS. 


Fie 
(d)? = (40)? + (as) = | | 7 i + sin? È =) | (dig)* etd)? 


(3.593) 


elementul de are al curbei considerate. Aşadar, dl si dr repreziutà dis- 
tanta dintre punctele (C, S) si (С -- dC), (5 + 05). 
Să notăm eu 0 unghiul dintre tangenta la curbă si axa ОС, 


К y sin Us =) 
8595 DT тш ы ащ (22) (3.594) 
=> „= M 9 
d€ a6/dr es E ii -= 
Asadar, 
pa să, (3.595) 
3 


ceea ce înseamnă că 0 crește monoton eu | |. Când 0 =0, şi т =0, 


deci axa OC este tangentă la curbă in originea axelor de coordonate, 
Când = —1, atunci 0 = gi tangenta la curbă este perpendiculară pe 
L» 5 

axa OC. Dacă =? =3, atunci 0 == m, iar tangenta la curbă este pss 

co ^. OV > ре ' 

CU axa OC, orientatü in sens invers acenstelu. Observând că О( oo) = 
lox du. remarcăm că spirala Carnu 

=—б(— о) = — si S(a) = ¬ S(— 90) “с BM Aia ia 


D 
- 


19—c. 567 389 


چ 


{Р 
| 

OA) K 

CENI 

A S رر‎ "a" س.ر‎ 

| | ЖУЗ RESI | 

\ 7 4 S 
Ww d Р(ху,г) 
Же 4 
а Уч 
y 4 


Fig. 3.50 


9 D 
E а ái м 


(fig. 3.55) tinde spre punctele P, us 3) gi es — xj . Aceas- 
tă curbă redă proprietăţile generale ale fenomenelor de difracție Fresnel. 
3.6.13,2. Difraefia pe muchia unui ecran  semiinfinit. Considerăm 
un ecran semiintinit ee prezintă o muchie rectilinie, paralelă cu axa On 
(fig. 3.56). 
Integrala de difracție (3.578) o scriem cu ajutorul integralelor Fres- 
nel (3.519) si (3.580), 


ud e SE M ИКТЕ S : EAS 
ХР) a const | С T (02 -- w?) +i sin — (v? +w?) | do dw. (3.596) 
D 9 
o i« р 
Dar 
оа ^ Eo nb ES OUT S UTE. "Q7 
cos — (v? +w?) = соз — v? eos — w? — sin — «o? sin — w? (3.591) 
2 2 2 2 a 
aur E ў БЕТЕ i Го Peg: o a т i 
sin — (0° + w?) = sm ar v? COS т w* Sin — t0? соз — v? (3.593) 
2 4 2 2 2 


deci (3,596) devine 


4 


9 ә 9 


- = 


to r 
(Р) е const feos — н cos — i sin — “|+ 
а 


" ^ т А "T T 
а i 2 OR з Îi E1449 to» 
li sin ;" | Toup sin t 8 dw. (3.399) 
= á 


De aici 


n" + 
y P.) & const. V | cos — o? isin — v? [oos — qw? aci sin D. D2) 
«PE = + sin рео [T 008 me tb sin —— w? do du. 


= 


а 


(3.600) 
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Conform figurii 3,56 domeniul de VAT al variabilelor eate 


a rx Y^ 7 ©, (3,001) 
ŞI, corespunritor, după (3.575) 
O «CU € tQ O ш «c o, (3.609) 
unde 
3f 1 \ 
Da | х 1 Е | a. (3.603) 
у » 
МАЛО RF 
Integrala (3.600) devine 
"a eo 
W(P) = const | \ cos — v? dv \ cos: — 40% dw 
э э 
-00 -09 
ta co Ya со 
UE у Е. а m ilig 1 ое 
= SIN ° do | sin — w? dw +i | sin — v? de V cos — w? dio + 
\ 2 3 | 3 ) 2 
-00 -0 00 -09 
“а oo 
xk \ соз — v? D sin — edu] н (3.604) 
9 ә 
— оо — оа 


Insă, prin intermediul integralelor Fresnel (3.579) si (3.580) putem serie 
mai departe 


0 "a 0 
UREN, Tu т, $ 
COR — v? dv | os — v? de h \ COS — 0 4% == | Q09 (0) (—v) 
y 9 D 
— 00 0 со 


і ү 
Civa) = + б(— оо). О(ол) == б( 09) -H Olta) == б(); (3.605) 


5 0 o9 
T. pde 
\ C08 — w? dw == | cos — w? dw 4- | eos e to? do 
[7] 4 
-00 -—00 e 0 
= 0(— oR 0( %) = 20 (9) =1; (3.606) 
in mod asemănător, 
Va \ 
| Min ا کے‎ dv pr -}- (0а) (3.607 
2 “= 
-— оо 


| 
: 
| 
| 
| 
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со 
sin — w? dw = 28( со) == 1, (3.605) 


-00 


înlocuind aceste rezultate in (3.604) obţinem 


ФР) = const т 4 0(0.) — 


w| 


ON 
ERNES s + S(e,) + 


Uie + €( na) | = const [C(v4) — Stoa) -- i(1 O(a) + S (va) |. 
0 


(3.609) 


Obişnuit, această expresie se serie 


WP) г const f| Z+ 00 |- 5 + Ste |+ | 


2 а 


SE E + 000| 4+ + Soa |} * (3.610) 


Intensitatea luminii în punctul P devine 
› 1 1 Y F 1 y al * ` 
ICP) = ф*(Р) (Р) =— 1, 4| t б(%) | FÎ 5 Stea) | (3.611) 
еп 
— 19-2 |const|®. (3.612) 


Dacă punctul P se află in regiunea iluminată, departe de umbry 
geometrică, atunci a > co şi deci ùa ¬ oo. Ca urmare, 


ац 1 А : Wes 
I)e (l5 +a) + 8| |=. een 


Constanta I, reprezintă așadar intensitatea luminii în puncte îndepărtate 
de umbra geometrică, 


La limita umbrei geometrice a = 0, C(0) = 5(0) = 0 si 
it 
I(P) г. Io (3.614) 


Interpretăm rezultatul (3.611) eu ajutorul spiralei Carnu. 

Domeniul de variație al variabilelor (3.602) ne permite să admitem, 
după (3.611), că 21(P)/1 reprezintă distanța dintre punctele P,(1/2, 1/2) 
si PaL0(—»), S(— v)] sau Р.[— Ow), — S(v)]. Aşadar, punctul Р, coincide 
eu P, iar P, este un punct situat pe ramura interioară a spiralei 
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Fig. 3.57 Fig. 3.58 


(fig. 3.57). Evident că segmentul P,P. numai intàmplátor va conține și 
punctul О. Deci, 21(P)/Io = (Р.Р). 

Dacă punctul P se găseşte la limita umbrei geometrice, deci а = 0, 
ceca ce implică v = 0, atunci 2I(Po)/I (OP) 

Dacă punctul P'se află in zona neobturată, depărtându-se de muchia 
ecranului opac după direcţia r, să spunem (fig. 3.56), atunci segmentul 
(P,P,f tinde într-o manieră oscilantă spre valoarea (P_oPo) trecând 
prin maxime şi minime care se atenuează şi se indesese succesiv (fig. 3.58). 

Dacă punctul P se află in zona de umbrá geometricá segmentul 
(P, Py scade continuu fără a trece prin maxime şi minime. În regiunea 
obturată nu apar franje. 

3.6.13.3. Difraetia pe o Ѓапій circulară. în ecranul opac (e) se 
găseşte o fant circulară de rază a. Vom folosi in planul fantei coordonatele 
polare (р, 9) 

E 5,608 9, fe sin Ф. (3.615) 

Considerăm elementul de suprafaţă do o coroană circulară“ de rază 
e şi lățime dp, deci 

do =2тр@р= т d(8. (3.616) 


Conform figurii 3.59, unghiul 0 din relaţiile (3.575) este zero si 


drept urmare 


po l E 3617 
02 ei- 3 (x) р?. (3.611) 

T x\R, R 
În punctul P câmpul va ti dat de integrala (3.578) care ia următoarea 

formă 
а 
n ? [1 =) 4 en dca 
"sc Le [oom uf es е ере 100290, (3.618) 
ФСР) 2 const, V exp | 3 (= r R ? 
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Fig. 3.59 


constanta incluzând si numărul т. Rezultatul este imediat 


Т Р) = — E exp i Ир. I ш. do a? | 2i |. (3.619) 
‚ше foz ae n » At, v - 
RN cda 


Pentru intensitatea undelor în punetul P obţinem 


4 | const |? jl 1 
ste va z “in? A ET а?. (3.620) 
2A \Ro R 


пі RIA 
БЕ 
е qu. 


Р) = 9*(P) ФР) = 


Să observăm, din expresia (3.577), că 
A |2 1 
| const | = r? Е ————' (3.621) 
ПЫ Casu fu 
ceea ce implică 
jp MEME LU O lem 
CE + Ro) в. RE 
1 1 
= HS sinê (a -+> | а". (3.622) 
О R 
Maximele de difracție se obțin în punctele pentru саге 
: + : (2m +1) A т== 0, 1, 42 (3.623) 
ES — а i à E "ҮШ. " v e = sse O.UZ« 
RR aè’ Wm 
iar minimele de difracție satisfac condiţia 
1 1 ^ 
— d — —2m-— m=0, 3-1 А, 3.624 
Ву B а | joan 


Sá mai notăm că valoarea maximă a intensității dilraetate este de 
patru ori mai mare decât intensitatea în lipsa difracției, 
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3.6.13.4. Dilraetia pe o fantă dreptunghiulară. Conform figurii 3.56 
cos 0 — 1, integrala (3.578) devenind 


va Wa 


W(P) = const | exp ( 5 оа ү . yo ( um. w”) dw, (3.625) 
о 2 


w 


unde 


(3.626) 


OA 
: A [zd | A PEs 


Vom folosi în continuare definițiile (3.579) şi (3.580) ale integralelor 
Fresnel, precum 81 proprietăţile (3.581) ale acestora. Spre exemplu, 


7з *b tp 0 
tre OTR i) E n al т T >, T 
ехр шс do — CoS — vw do 1 Asn — pde = \cos— c? de + 
2 2 2 2 : 
Ti —% =; —% 
Ub 0 tp 
T A с Ы T 3 5 T 4 
-p | eos — v? do Hi | sin 02464-4 sin — v? 40 = 
2 2 2 
0 — 0 


ET GC MY Роу a LO N ть) + 18(%) = 2C(t,) + 215(т) (3.621) 
in acest mod obtinem 
(Р) = 4 const ESNIE [C(ta) ETN OA) (3.628) 


Intensitatea, rezultantă în punctul P este 
ДР) = y*(P)u(P)=4 | const |? Lo) + S(t): [0201 + S%ea)] (3.629) 
а limita а > ос, b > ©, 


Fenomenul de difracție nu va fi prezent 1 
rmite să seriem rezul- 


Adică v,— оо 51 тә. 00. Proprietatea (3.591) ne pe 
tatul (3.629) sub forma 


Т === | const |>. 
Obţinem așadar in final 
IP) AIEO) + SAT]: 10%) + Sea): 


Dacă ecranul (e) din figura 3.60 nu contine fanta dreptunghiulară, 
deci а —0, b = 0, ceea ce implică ta =0 şi 9-0, atunci proprietatea 
(3.599) folosită în rezultatul (3.631) ne conduce la soluția evidentă 
I(P) = 0. 


(3.631) 


3.6.14. Difractia pe reţele bi- şi tridimensionale 


o structură ale cărei proprietăţi variază 
tii diferite. Reteaua tridimensională sau 
iodicităţi de-a lungul a 


Reţeaua bidimensională este 
periodic de-a lungul à două direel Rete 
spațială se caracterizează prin existenţa unel per 
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p dó-óvÓt он i x 
e NACE dE QU ay ius and ca 
PPS dog M fa 7 
OP=R 
Q Oz Ro 
Fig. 3.60 


trei direcţii diferite. Aceste reţele joacă un rol deosebit în fizica radiaţiilor 
X. Experiențele de difracție а razelor X pe cristale au evidenţiat faptul 
că cristalele sunt formate din particule repartizate într-o manieră regulată 
şi periodică în spaţiu. 

În figura 3.61 este redată schematic o reţea liniară ce constă 
dintr-un șir de atomi distribuiţi de-a lungul unei direcţii la distante egale 
cu a. Diferența de drum dintre razele 1 şi 2 este AD — ВО = a(cos 0 — 
— eos 0,). Admitánd că undele 1 și 2 suferá un proces de difractie Fraun. 


DURO 


hofer, conditia (3.527) de maxim principal se serie, cu notatiile figurii 3.61- 


a(cos 0 — cos 0) — mi, m=0, +1, + 2,... (3.632) 


Atunci când unghiul 0, este dat, condiţia (3.632) defineşte un spaţiu 
discret de valori pentru unghiul 0. Aceste valori ale lui 0 definesc in 
spațiu o familie discretă de conuri de-a lungul generatoarelor cărora se 
propagă fasciculele difractate. În cazul particular, când planul plăcii 
fotografice este normal la rețeaua monodimensională de atomi, pe placă 
vom obţine o familie de cercuri concentrice. Figura 3.61 defineşte o reţea 
monodimensională, Reţeaua bidimensională este formată dintr-o familie 
de reţele monodimensionale distribuite periodic într-un plan pe care-l 


Fig. 3.61 


296 


vom numi plan atomic sau reticular (fig. 3.62). Un sistem de plane reti- 
culare distribuite periodic şi paralel formează o rețea cristalină sau о 
rețea tridimensională. ; 

Trei rețele monodimensionale oarecare, necoplanare, ce se intàl- 
nese într-un nod al rețelei cristaline formează un sistem de coordonate 
oblic. in general. Coordonatele atomilor unei reţele simple se pat 
exprima astfel : 

Жы = lau: Vima == ds, Tima — НОЗ 


A m, n—0, +1, +2, Seele (3.633) 


Aici ау, d,, Ga Sunt constante numite parametrii sau perioada rețelei. 

Dacă fasciculul cilindric de radiaţii X face unghiurile хо, 5, Sl Yo 
eu axele de eoordonate, iar fascieulul difraetat face cu aceleaşi axe un- 
ghiurile a, 8 şi y, atunci condițiile Laue ce definesc maximul central de 
difracție Fraunhofer vor avea forma: 


a (Cos a — COS ж) = m, ^, 
а,(соѕ З — соз 80) = Mh À, 
а,(соѕ y — COS Yo) = ms А 
(m,, ms, ms — 0, + dE 3.) 
în concordanță cu rezultatul (3.632) 
Dacă reţeaua cristalină simplă aparţine sistemului ortor ombie, ştiind 


că cosa -L-c0s?8 +cos?y — 1 şi cos*ao 4-еоѕ В, --cos?y, = 1, din con- 
ditiile Laue (3.634) obtinem 


ge gs lo ds 

Această formulă defineşte într-un mod univoc lungimea de undă 
pentru care se poate obţine un maxim de difracție corespunzând nume- 
Telor întregi тү, ms, m, Şi unghiurilor оо, Boy Yo- 

І. Bragg (1890—1971) şi cristalograful rus Y. Wulii (1863 — 1925) 
au interpretat intr-o manierá diferită difraetfia radiaţiilor X la trece- 
rea printr-un cristal. 

Conform figurii 3.62 (2) fasciculul (1) de radiaţii X suferă un feno- 
men de reflexie pe planul reticular A,B.. Urmând aceeaşi direcţie se 
observă raze reflectate de pe planele reticulare paralele cu A,B, cum ar 
fi A Ba, А,В, ete.. Intensitatea razelor reflectate de un singur plan reti- 
cular este foarte slabă pentru a putea exercita o acţiune semnificativă. 
Pentru ca razele reflectate de diversele plane reticulare să aibă o influentă 
importantă, ele trebuie să interfereze. Diferenţa de drum dintre rarele 
(1) si (2) este 2d sin 0 si deci maximul de interferență se obţine pentru 
situația când 

2d sin 0 =т\ (3.636) 


(m — 0, +1, + 2, . =) 
Aceasta, este legea Bragg- Wulff. 
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Fig. 3.62 


Evident că un cristal are un număr “infinit” de plane reticulare 
paralele, de direcţii diferite, cum sunt familiile de plane AB, CD, EF 
din figura 3.62(b). Nu sunt eficace decât planele a căror densitate reticu- 
lará este suficient de mare pentru cá numai aceste plane sunt suscepti- 
bile de a produce reflexii cu interferenta fasciulelor reflectate. 

Să justifică acum echivalenta condiţiilor Laue si a legii Bragg- 
Wulf. 

Fie а, dz а, vectorii ce formează muchiile paralelipipedului ele- 
mentar al reţelei cristaline (fig. 3.63). Raza vectoare a atomului reţelei 
cristaline este 


2 


T — 14, + уа, + Zds, (3.631) 


unde т, y şi z sunt numere intregi. 
Fie 7, versorul radiației X incidente, iar 8 versorul radiaţiei X 
difractate (fig. 3.61). Condiţiile Laue (3.634) se scriu 


(¥ — $9 - d, = m, 


(s — So) $ da — H5 (3.638) 
(5 — Zo) · а, = MÀ. 
з з 


Vectorul N = — 5, este pa- 
ralel cu bisectoarea unghiului format 
de direcţia fasciculului incident şi a 
fasciculului reflectat de planul reti- 
cular. Ecuațiile (3.088) se mai pot 
scrie 


Ni mi Nas = т), 
N ds = ms. (3.639) 
Fie un plan perpendicular pe 
vectorul N şi conţinând atomul pla- 
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sat în punctul O (fig. 3.64). Să demonstrăm că acest plan este un plan 
reticular. Ecuația acestui plan trebuie că fie de forma N. 7 = 0. Pentru 
ca atomul localizat prin relaţia (3.637) să aparţină acestui plan este nece- 
sar si suficient să fie satisfăcută ecuaţia 


(Nipe + (Fiy + (N d) = 0. (3.640) 
Folosind aici (3.639) se obține 
mge + my t 32 = 0. (3.641) 


Cum m4, Ma ma sunt întregi există o familie de soluții, numere întreg , 
cu doi parametri, a acestei ecuaţii. Deci planul N.7 = 0 este un plan 
retieular. 

Asadar, se poate face o corespondentá intre toate razele difractate 
după direcţia s de un plan reticular oarecare şi un număr infinit de plane 
veticulare paralele ce formează, prin reflexie selectivă, raze de aceeași 
direcţie ca aceea a razei difractate considerate. Legea Bragg-Wulff defi- 
neste toate direcţiile de propagare ale fasciculelor de radiaţii X difractate. 

Evident că există plane reticulare се reflectă mai slab razele inci- 
dente neproducând maxime observabile. Pentru ca un maxim să fie 
observabil trebuie са planul retieular să conţină un număr suficient de 
atomi pe unitatea de suprafaţă astfel încât intensitatea razelor reflectate 
să poată impresiona placa, fotografică. 

Legea Bragg-Wulff reprezintă de fapt un model. În realitate toţi 
atomii cristalului participă la generarea fasciculelor difractate, nu numai 
atomii ce aparţin planului reticular considerat. 

Să arătăm în încheiere că pornind de la condiţiile Laue obţinem 
legea, Bragg-Wulif. 


Menţionăm că vectorul N — 3 — 5, este normal la planul reticular 
pe care se produce reflexia Bragg. Unghiul dintre versorii Sọ $i $ 
este, conform figurii 3.64, 20; drept urmare 

N?—1-4-1-—2 cos 20 = 2(1 — cos 20) = 4 sin20. (3.642) 
Dacă planul reticular ce produce reflexia Bragg este planul хОу, iar dis- 
tanta dintre planele reticulare vecine este d, atunci 


— N tz Ñ 
d = аз. = — 3.64: 
" N  2sin 0ُ ( n 


unde - este versorul normalei la planul reticular. Folosim aici a treia 


relaţie (3.639 
e ) d = m2 sin 0. (3.644) 


Am obţinut astfel legea pragg-Wultf (3.636). 
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7 


3.7, Unde elastice 


3.7.1. Caracteristici generale 


anice inu nagtere in mediile elastice ca 


Undele elastice sau undele mex 
ui gi sursa excitafiei sau 


urmare a interactiunii dintre particulele mediul 
a perturbatiei, Undele elastice se propagă prin mediu cu 0 viteză finită, 
соса ce tace ca ele să poată fi recepționate după un interval de timp de 
la producerea lor. Migearea particulelor mediului elastic trece de Ја 
o particulă la alta ca urmare a interacțiunii dintre ele şi drept urmare 
energia poate Ti transmisă la distanţe considerabile prin propagarea undei. 
Iner(ia si elasticitatea mediului contribuie in mod esenţial la propagarea 
undelor elastice. 

Dacă un corp se deformează, temperatura sa nu este, în general, 
constantă. Pe de altă parte, de cele mai multe ori, transmisia căldurii 
de la o porţiune a corpului la alta se tace lent comparativ cu perioada 
mişcării oscilatorii à particulelor mediului elastic. De aceea fiecare re- 
giune a eorpului se poate considera termoizolată si deci mișcarea devine 
adiabatică. 

Referindu-ne la corpurile solide, înseamnă că detormaţiile adiaba- 
tice descrise de tensorul tensiunilor cy se vor exprima in funcţie de 
tensorul detformăriilor aa: prin formule de același tip са in cazul transfor- 
mărilor izoterme. Spre exemplu, Æ şi c reprezintă valorile adiabatice 
ale modulului lui Young si a coeficientului Poisson. 


3.7.9. Unde elastice scalare într-un mediu solid izotrop 


Pentru a stabili ecuaţiile de mişcare ale mediului elastic vom egala 


forța datorată tensiunilor interne cu produsul dintre acceleraţia 
дак 
ii, şi densitatea corpului р: 


дот 


рї = (3.645) 


да). 
unde punctul înseamnă derivata parţială în raport cu timpul. 
În teoria, elasticităţii este relativ uşor de arătat că sub forma vec- 
torială ecuaţia (3.645) se scrie 


u Е е E 
E a 37 uar uyk Vrea) (8.046 
2(1 EE c) 2(1 а с) (1 ш 96) V( Vu). (3.646) 


Vom admite că toate deformaţiile sunt miei, Să presupunem apoi că de- 
formarea 1 este о funcție de o singură variabilă, de exemplu, de 2. Cum 


u == uls), înseamnă ci * ='0 şi у - == 0. Pe componente ecuaţia 
(3.646) devine 

Ouod Айз Dei pla al intel 0*u 

dh 914 e) да? Q1 3 в) (1— 3o) дг’ 

PDA E du, Qu, b H ди, (3.647) 


91° 91 + о) 0e? р QU 27 2(1 +0) pa! 
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N otànd 


ecuaţiile (3.641) € 
д?и 


дт 


EU — в) ; N 
Fl. чт нжаты - — سس‎ 5 " - —. (3.645) 
e1 + o) (1 Зо) “ 3 + e)e des 
levin 
ғ ] дч. ди, 1 0%, i 
ETF a aa a AN теты ies ) 
100 00 дл? C, ot 
(.3.649) 
д?и, 1. Ou 
PE е — 0. 
dr? Cir д0 


Fieccare punct al corpului solid este determinat prin intermediul razei 


sale veetoare r în raport cu un sistem de coordonate. Dacă corpul solid 


este deformat, poziţia punctului considerat se modifică, raza sa vectoare 
devenind r'. Deplasarea punctului material al corpului solid este determi- 
nată de rectorul deformare sau vectorul deplasare 


Aşadar и, = tı, 


u—r'—r sid US (3.650) 


My = Ug, U, = us másoará deplasarea punctului mate- 


rial component al mediului solid izotrop şi nemărginit considerat. Dar 

u, măsoară această deformare de-a lungul direcţiei de propagare а undei 

descrise de prima ecuaţie (3.649). Aceasta este evident o undă longitudi- 

nală ce se propagă cu viteza С,, numită viteză longitudinală a sunetului 
` (sau a undei elastice). 


Component 
direcţii normale 
doi şi trei din gr 


ele и, si и, măsoară deplasarea punctului material după 
la direcţia de propagare a undei descrise de ecuaţiile 
upul de ecuaţii (3.649). Ele descriu o undă transrersală 


ce se propagă cu viteza Ci, numită viteză transversală a sunetului (sau a 


undei elastice). 
Aşadar, о 


după câteva zeci 


unda transversală. Unda longitudi- 
nalá este sesizată ca o vibraţie (trepi- 
daţie) a podelei, iar unda transversa- 
lá са o oscilație orizontală (legánare). 


undă elastică este alcătuită din două unde progresive 


independente. Din relaţiile (3.648) avem 


GE 1 3.651 
a phe (3.651) 


deoarece coeficientul Poisson variază între zero şi 1/2. 


Această deosebire între valorile 
vitezelor de propagare a undelor 
longitudinale și transversale este folo- 
sită în seismologie pentru localizarea 
epicentrului cutremurelor sau & explo- 
ziilor nucleare subterane. Întâi va вові 
unda longitudinală (fig. 3.65), apoi 


de secunde soseşte 


Vom. exprima, viteza longitudi- F 


nală şi transvers 


ală ale sunet ui cu Fig.-3.05. 
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ajutorul modulului de comprimare uniformă К, а modulului de alune- 
care u si a coeficientului lame А. 
Folosind legătura dintre mărimile menţionate mai sus, 


з 2 ЗА — 2u E 
К = X тл EHE с = E e . -, 
d 2(3K + u) 2)1 + в) 
se güseste usor 
(d | SK T de y T 
: ) op e 
u 
C, = ENT 

Р 


373. Unde elastice vectoriale într-un mediu solid izotrop 


Variația volumului în timpul unei deformări este dată de suma ter- 
menilor diagonali ai tensorului detormare : 


1 / Qu; дик = 
کی‎ I LL. (3.652) 
T ЫЙ | Da | дах. 
Aşadar, 
TM дщ 2 Qu. | ди, E: Qu. Va (3.653) 
д да ду дг 


Pentru unda transversală, dacă direcţia de propagare а ei este x, atunci 
uz = 0, iar шу Şi u, depind numai de variabila т, ceea ce inseam- 
nă că 

V-a, = 0. (3.654) 


Undele transversale nu produc modificări ale volumului în diversele 
părți ale corpului solid izotrop. 

Pentru undele longitudinale, Vt, + 0, deci aceste unde sunt aso- 
ciate cu dilatări și comprimări ale mediului, 

Dacă în relaţia (3.646) introducem notaţiile (3.648) atunci 


ü = ol Ve) + (à — о) V You). (3.655) 
Vom exprima vectorul ц sub forma 
= Tı + ùn (3.656) 
vectorul î, satistăcânt relaţia (3.654), iar vectorul t condiția 
(V хш) 5,0. (3.657 


O astfel de reprezentare este totdeauna posibilă în cadrul analizei vec- 


iale. 
Шы Înloonind (8.656) în (3.655) obţinem : 
dip = VH + W) + (00 — 0) VI). (3.658) 
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Anlică VS $ ү ды “ ; а Р i i 
plicăm operatorul divergență acestei relaţii folosind $i (3.654) 


Vi, = УУ.) + (d — d) Vw. (3.659) 

De aici rezultă 
Valur — (VT) = 0. (3.660 
Notând 
Су. 02. OV Sio, (3.661) 


ecuaţia (3.660) ne spune că V. Ù, = 0, iar (3.657) că (У x U,) = 0. 
Drept urmare, este necesar ca vectorul U, să fie nul în întreg spaţiul 
FE 1554071; 
VA —— — — = 0. (3.662 
07-27010 
Am obţinut astfel ecuaţia vectorială а undelor elastice longitudinale се 
se propagă cu viteza c, într-un mediu izotrop $i nelimitat. 
1M c од 4 è 2 ә asc Л se . 
„Să aplicăm acum operatorul rotor ecuaţiei (3.658) si să folosim con- 
ditia (3.657) 


V x [ir — e V^io)] = 0. (3.663) 
Notând : 


О, = ü — ÜV), (3.664) 
ecuaţia (3.663) пе arată că (V х U) =0, iar (3.654) că V. 0, = 0. 
Drept urmare, vectorul U, trebuie să fie nul în întregul spaţiu 
1 д?н, 
epu 


Aceasta este ecuaţia vectorială a undelor elastice transversale ce 
se propagă cu viteza c, într-un mediu solid izotrop şi nelimitat. 
Pentru undele elastice monocromatice, 


У, 0, (3.665) 


p? == D exp (— iot), ПР = Alot exp ( —iol), (3.666) 


unde 10: Şi По, sunt funcţii de coordonate. Ecuațiile (3.662) si (3.665) devin 
2 2 2 
Уй + Sadu = O, . У + Sd, =0. (3.667) 
e e 


Dacă undele sunt plane, 
й, = do exp [— ої — la. TY), (3.608) 
d, = o exp [— Коё — 7); 


de data aceasta Toi 81 uo sunt vectori constanfi. înlocuind in (3.667) ob- 
ținem pentru vectorii de undă expresiile : 


khi = —, k = E (3.669) 


0 0, 
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3.7.4. Reflexia si refracția undelor elastice 


Ne vom referi la undele elastico monocromatice $i plane. Facem 
observația că în urma railoxiei si a refracției, în general, caracterul undei 
se modifică, Dacă unda incidentă la suprafața de separație a donă medii 
elastice diferite este pur longitudinală sau transversală, după reflexie «iu 
refracție unda devine mixtă eontinànd atât componente longitudinale 
cât si tansversale, Din motive de simetrie, caracterul undei nu se modifică 
pentru incidența normală sau dacă, incidenţa fiind arbitrară, unda inci 
dentă este transversală, oscilatiile efectuându-se într-un plan paralel cu 
planul de separație a celor două medii elastice diferite. 

Fie planul yOz (fig. 3.66), suprafața ce separă mediile elastice omo 
gene (D şi О). Fie So 5, şi 8, versorii direcțiilor de propagare a undelor in 
cident, reflectată si refraetatit. Unghiurile to, o si 0 sunt unghiurile de 
incidenţă, de reflexie si de refracție. N este versorul noimalei în punctul 
de incidență О, iar Tı, în Şi ia sunt versorii axelor Oc, Oy $i Oz (axa Oz este 
normală la planul hártiei). 

Într-un mediu elastic omogen şi nelimitat о undă monocromatică 
cu k si « constante este soluţie a ecuaţiilor de mişcare. În prezenţa supra- 
feţei de separație (planul y, 2), singurele mărimi ce se vor schimba ca 
urmare a condiţiilor la limită sunt în legătură cu т = 0, adică ele nu vor 
depinde nici de timp, niei de coordonatele y și 2. Drept urmare, depen- 
депа soluţiei de t, y şi 2 va rămâne invariabilă, în timp $i spaţiu. Cu alte 
cuvinte, o, ky şi К, vor fi aceleași ca şi in unda incidentă. 

Folosind această concluzie putem obţine direct relaţiile dintre di- 
recţiile de propagare a undelor incidentă, reflectată, și retractată. 

Să considerăm planul zy drept plan de incidenţă. Aceasta inseamnă 
k. = 0 pentru unda incidentă. Dar, conform celor spuse mai sus, К. = 0 
şi pentru undele reflectate și refractate. Prin urmare, direcțiile de pro- 
pagare ale undelor incidentă, reflectată şi refractată sunt conținute în același 
plan numit plan de incidentă. 

Dacă О, și 0, sunt vitezele undelor elastice în cele două medii, atunci 
pentru unda incidentă 


-=s — -— =? [0] . . E А mm 
koy = kotis 108 оа = ——008(90% — ig) = ^“ sin i, — (3.610) 
0; 0, 
folosind notaţiile figurii 3.66. Asemănător pentru unda reflectată 
pe ^ x о Ж ес а= чы 
ky = ha ta md ta = Ea сов (90°—%,) = — sin to (3.671) 
ү e 
și pentru unda refractati 


D тр „e =} € у. : 
Ту "x la’ tg = ЖЕ 1g == T сой (90° — 0) zz -— Sin 0. (3.612) 
а Ca 


Am folosit rezultatul anterior; frecvența undei nu se moditică în urma 
fenomenelor de reflexie sau refracție, Pe de altă parte, 


Хоу =. Riy = ly, (3.673) 


adică : 
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а nai А s hn P 
SUL to - Sin f sin Û, (3.614) 


Apar mai multe situaţii si anume: 
a) unda incidentă este transversală (С, Са), iar unda reflectată 
este, de asemenea, transversală 
sini, Sin Po 


> - $ W=; 3.015) 


Ca Ca 
in acest caz unghiul de incidenţă este egal cu unghiul de reflexie ; 


b) unda incidentă este transversală (C, = Сла), iar unda reflectată 
este longitudinală, 


SIN ê,  Sinfo 


Сл Ca 


/ 


c) unda incidentă este transversală (C, = Ca), iar unda refractată 
este tot transversală (C, = Сг), 
sin 1 sin Ө dA 
کے الا ج‎ (3.6 
Ca Co 


a 
=l 


d) unda incidentă este 
transversală (0,— Са), iar unda 
refractată este longitudinală 


(3.678) 


Ca Ci 


Discutia poate continua 
considerând unda incidentă lon- 
gitudinală. 

Determiním coeficientul 
de reflexie pentru o undă lon- 
gitudinalà monocromaticá și - 
plană pe suprafața unui corp. Fig. 3.66 

Unghiul de incidenţă fiind arbitrar, unda incidentă e түз о 
undă mixtă, adică atât o undă longitudinală, cât şi una кыр ersală. 
Planul de incidenţă este ales planul ту, conform figurii 3.61. N EN de- 
plasare pentru unda reflectată transversală este situat în planu de in- 
cidentá din motive de simetrie, So, 3: Și F, sunt versorii jroo de ORY 
gare, {ат To, й $i Tr sunt vectorii deplasare pentru undele incidentă re- 
flectată longitudinală $i reflectată transversală, boue — aut 

Wectorul deplasare totalà in planul de incidenţă este, int : 


af 7 Kat FIT 4,3, exp [xilat — k 7) + 
(3.679) 


u = Аёо exp [mil к" 
+ ATs x $1) exp [ —i( ot 123. ki Ph 
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20—c. 567 


unde Ap An A, sunt amplitudi 
nile undelor respective, 1g este 
versorul axei Oz, ky, ki Bi Е, sunt 


У vectorii de undă corespunzători, 
e - iar 7T este raza vectoare а unui 
" punet situat pe suprafata de 
undă, Dacă с; ві с, sunt vitezele 
8 тү говна de fază a undelor longitudinală 
: și transversală, atunci : 
[0] [у] 
o la xm [7 — (3 680) 
C, C, 
d Particularizând rezultatele 
Vig. 3.07 (3.674), obţinem 
sin 4 in 7 sin 4 sin 7 e 
mn 1o 28 Bin ur gi LL кн =, (3.681) 


Ci c e с, 

Componentele vectorului. deplasare (3.679) sunt 
и„ = i u= А0008 ip exp (—i[ot — (ж cos io + ysin ily — 

— Асов r,. exp (— ilot — ko(—a cos r, + y sin r)i — 

— Asin 7, exp f —i[et —ki(— x cos т, + y sin 7,)]j, 

Му = iz'u == А Бір ip exp (—i[et — kg (ж cos to + ysin 19)]) + 

-- А, віп r,-exp (—i[ot — kg (—2 eos 7; + y sinj)]] — 

— A,008 r, -exp ( —i[ot — 1—2 cos Тт, + y sin т,)]). (3.632) 


Aceste rezultate sunt ugor de obținut dacă (inem seama de următoarele 
relaţii : 


— bur d , — vob — P 
роман Du 77 COB 7ч, Se tu = C08 Tu 

=, -> " , re c " - ¬+ . 

8 g* v4 == BIN 49, 81* do == Bin Ti, Se ta == sn Tih 


(3.633) 
dioc an Wy = (а ооз dy + y sin în), 
íi X 8.) == — Bin Lm ES а 7 
د‎ ^ A ү z3 A 544 Ф e g " e 1 y 
Ta’ Clg X 8i) == — COR 7, M D 49 F diia nh 
pF = h(— most, -+ y sin r). 
Următoarea etapă constă în determinarea componentelor tu: ale ten- 


sorului deformare (3.652) la suprafața corpului, adică pentru s = 0. Cum 
relaţiile corespunzătoare trebuie să-şi păstreze valabilitatea în orice mo- 
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ment $i în orice punct al suprafeței, 


vom lua pentru simplitate t= 0 si 


y = 0. Observând, din (3.681), că г 
. j anad, «aim (5.051). că т. 3 rezultă Pi i armo ] 4 
presiilor (3.682), E ва 
u 9м, | 
“Ж кыно SE = ik l -+ Aj) cos? 1, -— kA, sin r, cos r, 
' дє Leu " ; T 
ғ. 0 
(3.684) 
ü Qu, | 1 URN 
ЭУ IIL T — Е ik, ( A 0 —- Aj) sin? t4 — ik A, sin f, COS Fr, 
mE dy “ا‎ 
1-0 


(3.685) 


| 1 f0w,, ди, \| 
Uzy |х=у=о — SUE EI | 


1-0 2 | ду да |z=»=0 = КОА — A4) sin 1, cos 1, + 
d 5 2 D e с 
-- n 1k, As(cos? r, — sin? r,). (3.686) 
=“ 


Tensorul tensiunilor este dat de expresia 
Sik = em (ua 4 Өг} да), (3.687) 
care, prin intermediul notatiilor (3.648), se mai poate scrie 
Gu = 2р сүи + p(03 — 201)u,. а. (3.688) 
Înlocuim aici rezultatele (3.684) — (3.686) 
Ors = 2p0*uzz + p(02 = 201) (и. + муу), 
Суу = 2рОг шу + p(0i — 203) (uzz + uw), (3.659) 


Oy = 2pPCiuzy- 


Condiţiile la limită la suprafața liberă a mediului cer са 
61321200, (3.690) 

unde 3, este versorul direcţiei de propagare а undelor 
озу8у = Orsk == Gas(Sos T Sia + а) =m: 008 ۴ = 0, 
— Gys 008 fi = 0 (3.692) 


(3.691) 


боу8ь = буу8к = Суг(8оғ F Sie + Sia) = 


ceea ce ne conduce la ecuaţiile : 


бух = Сув 77 0, 


resiilor (3.689), vom putea determina ampli- 


de unde, prin intermediul exp Sistemul de ecuaţiiieste următorul : 


tudinile A, si A, în funeţie de Ав, 
А, +} eit sin 2rA= —hoAoli 008 2n, | (3.693) 


ks C1 COS 2r, А, ey ган кА, sin 960. 


— kosin 2i: Ai Ii 008 9r, 
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Am folosit si rezultatele (3.681). Soluţiile acestui sistem sunt 


i i C? sin 2isin 2r, — C? cos? 2r, 
E MER EE E uta X. em a 
С віп 21,зіп 2r, + C; cos? 2r, 
' ° t 7 VAS 
(3.094 
2,6, sin 21, оз 27, 
A, JN Aa арата — ICTU $6 ааа. 
Ct sin 23in 2r, 2- Cj соз? Zr, 
Pentru incidența normală i, = 0 şi obţinem A; = — Ag. A: = 0, 


deci unda reflectată este numai longitudinală. 

Vom încheia această analiză determinând coeficienţii de reflexii 
pentru undele longitudinale şi transversale ştiind că densitatea fluxului 
de energie pentru unda elastică este 


ў = pe lvis, 3.695 


cu р — densitatea mediului elastic, c — viteza de propagare a undelor 
elastice, v — viteza de oscilație a particulelor mediului elastic, 


= Qut. (3.696 


Coeficientul de reflexie este definit ca raportul dintre componentele 
rormale la suprafața de separație ale densităţii fluxului de energie ке а 
undele reflectată şi incidentă. Evident, vom avea câte un coeficient de 
reflexie pentru undele longitudinale şi transversale. Aşadar, 


7A Qu, |? 
| ou E e (Azi = 
jo = Cieltol- Бс ооо ГА, ` Sos 
1 д 12 
-> ' — U | — >} a — © £47 
jı = Celti l-51 = Cie 3 | “Se = Creo lA; |2 °F | (3.69: 
| і 
E. | Qu, |? 
| 12 i UEN 1 ә ә 
3657 Celui: s, = Cie 08, = Сре? |4, Esi, 
| 


unde am folosit expresia (3.679), Componentele normale la suprafața de 
separație vor fi 

јо în = Cupa? соз dy. lAa |3, 

ўа = — Сиро? сов +, [41]? (3.69%) 


= بب‎ 
б у 


3: $Q = v— C, oo? cos LE 14, |3, 


Pentru coeficienţii de reflexie obţinem 


Р, == | În ul | А, ` T 
"do 0.0: 
; Wet 411 "AN ; ( 
ЕГ "hl C, con f, al 
јо" Ооовт | Ag] ` (3.100) 


Să observăm, prin intermediul relațiilor (3.694), că 
It, : R, l, 


in conformitate eu legea conservării energici, 


3.7.5. Unde elastice in cristale 


Cristalul este un mediu anizotrop şi de aceea ecuațiile generale ale 
mișcării (3.645) rămân valabile cu amendamentul că pentru tensorul 
tensiunilor a, vom folosi expresia 


Gik = iun im (3.701) 


mai generală са relaţia (3.687), unde himm este un tensor de ordinul patru 
numit tensorul modulelor de elasticitate. Înlocuind în (3.645) obţinem 


дш д . Qu ы 1 д дщ Ou. \ 
&— RI (Митт) ==їмш h — = Aum —— — SE с e 
дї д2, QDs 2 д2; OT m д2; J 
ii д2] 1 9?u T 
== — Jim -+ —— ^iklm mei, (3.102) 
2 дд» 2 дьд2| 
Dar tensorul rim este simetric în ultimii doi indici si deci 
д?и, i U, дщ ea 
Dikim ———7— == Мит == Мит тте (9-105 
дада ` дд дад 
În acest mod ecuaţiile de mişcare (3.702) devin 
2 ЫД 
2 2y Арт 
д h = Aim гади — ^ ( d. 4 04 } 
0t? — 4 Od Om 


Considerăm o undă monocromatică si plană in cristal avànd com- 
ponentele 


ш = Чо; EXP [—i(ot — К.т)], (3.105) 
uo; fiind constante, Observând cá 


Ou[0t = — ioni, 0|01 = — etus | (3.706) 
Quim, == іш, 0*u,[02,* Qaa == — Кы, 


și înlocuind în (3,704) rezultă 


pau, == Миии: (3.707) 
| Dar 
DE ETE Aime Ray: E data Na Ка 
astfel încât | 
(po dim — im Mei Nen ssi: Q. (3.708) 
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Am obținut un sistem omogen de trei ecuații eu trei necunoscute : 
Us. Wy, ta Acest sistem va admite soluţii nebanale numai dacă determi- 
nantul sistemului este nul 


родин Малта Û, (3.709) 


Ecuația (3.709) este de gradul trei în wf, având în general trei ridă- 
cini distincte. Fiecare dintre ele defineşte frecvenţa unghiulară о ca o 
functie de vectorul de undă ^. Soluţiile obținute astfel pentru w vor fi 
apoi înlocuite in ecuaţiile (3.708) pentru a determina legătura dintre 
componentele vectorului deplasare Us, Uy, Wz j 

Pentru corpuri izotrope о este proporțională eu |/ = k $i de accea 
direcţia vitezei de grup 

б, = dol0h (3.710) 
coincide cu direcţia vectorului k. În cristale, dimpotrivă, direcţia de pro- 
pasare a undei nu coincide cu direcția vectorului de undă. 

După cum se poate constata există trei relaţii diferite intre о si Л. 
De aceea, pentru fiecare direcţie din cristal există trei viteze de propagare 
distincte a undelor elastice. Aceste viteze nu vor coincide decât pentru 
unele direcţii excepţionale. 

Într-un mediu izotrop, celor două viteze de propagare diferite le 
corespund undele longitudinale şi transversale. Într-un cristal, dimpotrivă, 
fiecărei viteze de propagare îi corespunde o undă pentru care vectorul 
deplasare îi are componente atât de-a lungul direcţiei de propagare, cât 
şi după direcţii normale acesteia. Se poate arăta că vectorii deplasare ii 
ce caracterizează cele trei unde ce se propagă într-un cristal sunt per- 
pendiculari între ei. 

Într-adevăr, pentru X dat, ecuaţia (3.709) poate fi concepută са 
ecuaţia ce defineşte valorile principale oo? ale tensorului simetric in ra- 
port cu indicii ї si m de ordin doi All. Acest tensor este simetric 
pentru că: 


Nam geh, == Aint xg = Мык (3.711) 


din proprietăţile de simetrie ale tensorului Aj, АТ Au Ке nu diferă 
de Ки decât prin indicii de sumare k şi І. Ecuațiile (3.705) vor 
determina atunci direcţiile principale ale acestui tensor simetric, direcții 
care sunt ortogonale. 


3.7.6. Unde elastice in bare 


Undele ce se propagă in bare se disting de cele care se propagă 
într-un mediu elastic nelimitat, Dacă grosimea barei este mare compara- 
tiv cu lungimea de undă, atunci bara se poate asimila cu un mediu ne- 
limitat în toate direcţiile, obținându-se relaţiile ce caracterizează undele 
într-un astfel de mediu, 

Ne vom referi mai întâi la undele longitudinale, O deformare longi- 
tudinalá a unei bare, uniformă în toată secţiunea, pe a cărei supratat Š 
laterală nu se exercită forte exterioare, este o traopiune sau o comprimare 
gimplă. Deci, undele longitudinale dintr-o bară constau din comprimări 
şi destinderi simple, ce se propagă de-a lungul barei, Dacă axa 2 coincide 
cu axa barei atunci singura componentă diterită de zero a tensorului 
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plasare fî este w(2) = ua(2), iar a tensorului deformatie ua este ual?) 
ua(2). Са urmare, din (3.637) obtinem ef 


tensiunilor c4 este Gy. Într-adevăr, componenta nenulà a vectoralui de- 


Gia Ки, ; я 3.712 
д: " 
pentru cà s = 0. Menţionăm că relaţia 
Ug = — Olea (3.113 


lof; cte c fa prip М 1 MOD “ ў < 47” 1 
defineşte coeficientul lui Poisson. Ecuația de miscare (3.645) devine acum 


pd m (22) - ди, 
01° Or dz дг д= д22 
sau 
Q?u, о Ou, 
10: (3.714) 


Comparând cu ecuaţia undelor rezultă că într-o bară undele longi- 
tudinale se propagă cu viteza : 


a = (3.115) 


5 
e 


Rezultatele (3.648) si (3.715) evidenţiază faptul că undele longitudinale 
dintr-o bară se deplasează cufo viteză mai mică decât undele longitudinale 
dintr-un mediu nelimitat. 

Determinăm frecvențele unei unde longitudinale ce se propagi 
într-o bară de lungime | fixată la un singur capăt. 
Conform figurii 3.68, bara este incastratá în extremitatea О, ceea ce 
înseamnă că pentru 2 = 0 deplasarea и, este nulă, u, = 0. La extremitatea 
0/ a barei nu vom avea tensiuni, deci pentru 2 =l, C= Eu,,— 0, adică 
Qu.l0z = 0 

Căutăm soluţia ecuaţ 


ia (3.114) sub forma 


u, == A cos(ot + а) sin kz, 


хі 
(3.716) | 
unde | 
i 
i» TE (3.717) А 
4 2 
Conform celor precizate, Ў, 
{ 
ди, | == 0 = > 
д2 | sl 
= kA cos(ot + «) - 008 kl, pig. 3.08 
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de unde rezultă 


Hl 1 j €, (à mia) 
эм = (2m -+ 1) E ДЬ (2m + D (9.118) 


(m 0 + 1h +2, A ). 

În mod asemănător putem determina frecvențele unei unde longi- 
tudinale ce se propagă într-o bară de lungime 7 având ambele capete in- 
castrate sau libere: 

(je 1 € 

ОА ау 

: p 2l 2l 
(m = +1, +2, O, 


Ne vom referi in continuare la undele transversale (unde de flexiune) 
ce se propagă prin bare subţiri. Pentru aceasta vom prelua din teoria elas- 
ticităţii ecuaţiile de echilibru ale unei bare slab ineovoiate : 


AY ay 
mi dedu pu pr, oa В р (3.719) 


În aceste ecuaţii mărimile care intervin au următoarele semnificaţii : 
E — modulul lui Young sau modulul de tracțiune; l1, şi І, — mo- 
mentele principale de inerție ale secţiunii barei; X şi Y coordonatele 
т, y ale punctelor liniei elastice a barei. Ele definesc deplasarea punctelor 
liniei în raport cu poziţia lor iniţială înainte de flexiune ; direcția z coincide 
cu аха barei. Vectorul К reprezintă forţa exterioară ce acţionează pe uni- 
tatea, de lungime a barei. 
Dacă S este aria secțiunii barei, atunci pS; reprezintă masa unităţii 

de lungime a barei, iar conform legii a dor» a dinamicii newtoniene, 

д°Х 02Y 
‚= Ky mp ——, (3.720) 
Qt? 012 


Conform figurii 3.69, Т, = І, $i 1; — 1,. În consecinţă ecuaţiile de mişcare 
devin | 


К, = 8م‎ 


X pS 02X gero DS OF (3.721) 
ION Uri = 0; == 0; 3.12 


DA . EI, 0 әт" HL, д 


es c 


Fig. 3.69 


Căutăm soluții nle acestor ecuații de forma undelor 


cromatice, adică 
\ Y, exp [ilot 


uude Y, Y, «o si & sunt 
relaţiile (3.721) obţinem 


kajj); 1 


constanti, 


Y, exp [ —i(ot 


есіл 
QU | I: 


pentru oseilajiile de-a lungul nxelor Oo si Oy respectiv. 
Vitezele de propagare a acestor unde vor fi 


Јоу!) f 7 
д) du EG / 1, k r 
5 Ole E 8م‎ x 
z(y) Б З o [/ El, ‚т 
09 a T 2 ‚їз. 
af р“ : 


derivatele 


plane Al mono 


ka) |. 


indicate în 


3.723) 


-- 
2) 


Dacă bara este puternie întinsă, spunem că vom avea de-a face cu 


o coardă. Ecuatiille de echilibru sunt în acest caz: 
0227 E 
T — + К, = ( 


da ` 


unde T este tensiunea din coardă. Folosind aici expresiile 


д Ү 


Qt? 02 


oS 02Y 


T ді 


Să determinăm frecvențele transversale proprii ale 
lungime 1 fixată la capete. 

Dacă oscilatiile se produce 
lutie de forma 


X(2) = f(z) exp( —iot). 


inlocuind în (3.727) rezultă că 


2] N 
аан д 
d2* T 
Notând 
S 
£ о x К%, 
jh 


| soluţia ecuației devine: | 
| fla) = Q, exp(üka) -- C explika) 
| Constantele C, si C, se determină din condiţiile la limită 
fa = 0) = Да = 0 = 0. 
Obfinem sistemul omogen 
Gk Cd, = 0, | 
С, expliki) +- C, exp( ік) = 0. 


(3.126) 


(3.120) obtinem 


ecuaţiile ce descriu propagarea undelor transversale într-o coardă : 


0. (3.121) 


unei coarde de 


după direcţia O», atunci vom căuta о so- 


(3.123) 


funcţia f(z) satisface ecuația 


(3.731) 
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Pentru ea soluțiile să fie diferite de soluția banală este necesar ca 
deterininantul sistemului să tie nul. Obtinem in acesi mod fre venele 
proprii ale coardei 


о т f e^ (m 1,2,9, - (3,139 
wp 


Ne vom opri in continuare la vibraţiile de torsiune ale unei bare. 
Dacă т este unghiul de torsiune al barei, iar € rigiditatea lorsiu nii barci, 
ecuaţia de miscare se obţine egalând mărimea € 07102, cu derivata in ra 
port eu timpul a momentului cinetic al barei raportat la unitatea de lun 
gime: pl 0g/0t. Aici р este unghiul de rotație al secţiunii date a bare 


до!д1 este viteza unghiulară de rotație, iar I ( Ga? - 22) d$, momentul 
T i 


de inerție al secțiunii în raport cu centrul său de inerție (centrul de masă). 
Cum = = 09/02, obţinem ecuaţia 


020 _ pl 0?g 
Qa2 О OU 


== 0. (3.733) 


Observăm că vibraţiile de torsiune se propagă de-a lungul barei cu viteza 
de fază 


3.7.7. Unde elastice în plăci 


Discutám mai întâi propagarea undelor elastice longitudinale in 
plăci subţiri. Pentru aceasta folosim ecuaţiile de echilibru ale unei plăci 
subțiri 


Eh 2 -—— йир ENS 1 Y ди, + l : дуу Р, 0, 
1 — 02 да? 2(1 о) д]? 2(l— в) деду 
(3.135) 
E «oq. a a Е po 
1 — а? 07? 2(1 + g) да? 2(l1— a) доду 


unde planul 2, у coincide cu planul plăcii nedeformate, A este grosimea 
acesteia, jar P este forţa exterioară ce acţionează asupra plăcii ; celelalte 
mărimi au semnifientille precizate în paragrafele anterioare, 


Înlocuind 


(2 2 
Eau QUA pic qu 


-— (3.730) 
ot? 
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prin produsele dintre musa unității de suprafaţă a plăcii si aeceleratiile 
respective, obținem ecuațiile căutate sub forma 


1 Q*u, i | Qi, 1 Ои o 0i, 0 
1 o? да? — 2(l4- с) ду? 2)1 — o) деду М д? : 
1 du, 1 o u | dtu, „ 0и 
— 4 еа D. Em, (3,787) 


= oc? ду? 21 c) 3x? 2(1 с) даду E ot? 


Dacă unda se propagă de-a lungul axei œ, atunci vectorul deplasare 
ii va fi numai o funcție de această coordonată : ù = 1(2). Ecuațiile devin 


J u 031, 1 ou, o OQ", 
E n E NA NO ide 67 6, — (3/88) 
1— 9% 02? H at 2(1 +0) 0x? E 0t2 


Observăm că pentru oscilatiile ce se efectuează de-a lungul direcției 
de propagare, viteza undei este 


үа T TE 
io Nune. > сааты (3.139) 
e(1 — c?) 


Pentru oscilaţiile ce se efectuează în planul plăcii, dar normal la 
direcția de propagare, unda are viteză 


px‏ س 
Ty = 2 (3.140)‏ 
2e(l + о)‏ 
egală cu viteza undelor transversale ce se propagă printr-un mediu elastic‏ 
„nelimitat. 8‏ 
k ^ A EDS е wt К EE pina e. Res‏ 
Ecuația de echilibru a unei plăci deformate de forţe exterioare £ este‏ 


2 Bh V4A£)— P = 0, (3.141) 
12(l — c?) 


unde funcţia £ = k(x, у) este definită astfel 
7 ANA 
up == —20E5Jüm, uy — 2 @&[ду. (8.143) 
Е А m us a dintre masa 
Inlocuind în ecuaţia de echilibru (3.74 1) po — P cu ПРОС ОА: dinsta шкы 
unității de suprafaţă ph şi accelerația 06/04 obţinem ecuaţia ce de 
vibraţiile libere ale unei plăci 


01% 12(1 a?) 

Căutăm soluţia ecuaţiei (3,743) sub forma unei unde monoeromatice 

plane 
{ TES (3.144 

(2, Un 1) ка to exp |: i( ex А А.) ], (e 
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еп & о constantă, iar k == kal, ta Înlocuind în (3.743) rezultă 


0 En? 
eut -H = Т е ае 0, 
2(1 в?) 
pentru că 
VA Y ot a Pi 9 5 | g’ Ё 
2 dat _ да? ду? yt | ду 


Aşadar, 


y Га УЛАР 
о = | = №. 
12 p(l — 92) 


De aici rezultă următoarea expresie pentru viteza de grup, 


A до jatia. 7 
BE ORA 3o(l— o) | 


Menţionăm că viteza de grup nu este constantă cum este cazul undelor ce 
se propagă într-un mediu tridimensional, elastic si nelimitat. Ea este pro- 
porţională cu vectorul de undă. Pentru ۸ ¬ 0, k — со şi deci y > =; 


E dar. relaţia (3.748) nu este aplicabilă „undelor scurte” 
Determinăm frecvențele proprii de vibraţie ale unei plăci 
gulare de dimensiuni а şi b având marginile sprijinite. 
Pentru ecuaţia (3.743) căutăm soluţia sub forma 


(а, y, t) = (а, y) exp (io). 
Ínlocuind în ecuaţie rezultă 
УЕ — х1 = 0, 


unde am notat 


Este evident că ecuaţia (3.750) se poate serie gi sub forma 


34 24 4r 
С о do. 0k 


да^ " 02*0 ду“ 


deoarece am utilizat expresia (3,746). 
Căutăm să separăm variabilele punând 


Eo(a, y) = F(a) Gly). 
înlocuind în (3.752) obţinem 
3 d4 2 df Pa LG 


1 کد با 


T dat FG dat ТП та ау 


Fie apoi 
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(3. 


rectan- 


ә 74Q' 
(3.119; 


750) 


751) 


3.093) 


Y. (94) 


(3. 


T55) 


(3.753 


unde k, ві ky sunt constante reale. Folosind (3.755) în (3.754) obținem 
condiția pentru aceste constante 


4 ў sd LA 1 pei 
№ + 2 ki, T Lo = (E + К)? ki == ys. (3.156) 


ww 


Eeuatiile (3.755) au soluţiile 
F(a) = C, exp (ik) + C, exp( —ik,z) (3.151) 
si 
G(y) == Сз exp(ik,y) + C, exp (— iky). (3.758) 
Condiţiile la limită 
F (0) = F(a) = 0 si G(0) = G(b) = 0 (3.159) 


ne conduc la sistemele omogene 


C, == С, = 0, 5 Я 
: )3.160 
C, exp (ik,a) + C, exp (—ik,a) = 0, | 
O + 0, —.0, Ao 
: A (3.161) 
C, exp (ik,b) + C, exp (—ik,b) = 0. 
Aceste sisteme admit soluţii nebanale dacă 
ی ر‎ аз. i ш: (3.762) 
а b 
(т = 0, +1, + 2, >), (n— 0,451,342, --) 


Folosind condiţia (3.756) si notația (3.751) obținem pentru frecvențele 
proprii de vibraţie ale plăcii 


E mi? | (=) | (3.763) 
= п? gucci cur 4 eed Eos m gos RE (5.109 
js 12 11 2) b 


Se numeste membrană o placă subțire, puternic întinsă de forte ce 
se aplică la marginile sale. Dacă T este valoarea absolută a forței de trac- 
tiune aplicată la marginile plăcii, raportată la unitatea de lungime a con- 
turului, atunci ecuaţia de echilibru à membranei este 


T NAE HP. 0. (3.764) 


tre masa unității de suprafatá à 


Înlocuind — P cu produsul din unități € 
ecuaţia vibraţiilor membranei 


membranei ph și acceleraţia 02/00 obţinem 
T( V*E)/gh — 045/03 = 0. (3.765) 


ii de vibraţie ale unei membrane drept- 


Să căutăm frecvențele propr | 
c68y b. 


unghiulare de laturi a și b pentru care E = 0, când т 
Pie: 
E(a, y, t) = Ele, y) exp (iat): (3.166) 
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0 0 2% " 
d „2 А 
дл y 
unde 
OW, - 
ГА 4 6. > 35 
"TJ" 
Beparüm variabilele alegând 
Eo v, у) = F(z) GG). 3.169 
Din ecuația (3.767) obținem 
1 d2P 1 dG ; аи 
> 2 
: > 3 4 > E; = - x*. 22.6 Í 
F dx» G dy? 
Dacă k, 3i k, sunt constate reale atunci considerând 
1:024 пои di > 24771 
— ~ - E, 91 — nudi = їз, унт, 


F dz? 


din (3.770) rezultă ; 


G dy? 


| kh 0 ix. 3.112 


Soluţiile ecuaţiilor (3.771) sunt 


F(z) = О, exp(ik,z) + C; exp(— ik,z) (3.119 
$i 
G(z).— С, exp (ikyy).4- C4 exp ( —ik,y). 3.114 


Condiţiile la mită menţionate ne conduc la următoarele sisteme 


de ecuaţii pentru neeunoscutele Ci, C,, Оз, $i C, 


С; di C; = 0, 2 113 
C, exp (iza) + C, exp (— ik,a) = 0, p 


p etiv 


a 


(3.116 


Ceh €, 9.0, | 
C, exp (ik,b) + CO, exp (—ik,b) = 0. 


Soluţiile acestor sisteme vor fi diferite de zero dacă 


sii Ra = 0, kasmi  (me0ilui2 ``), | 
sin kb = 0, hb = пт (n == 0, +1, +9, ``). (3.777) 


înlocuind aceste rezultate in (2.772) obţinem frecvențele proprii de vi- | 
brafie ale membranei dreptunghiulare | 


mi (т? mă (9 118) 
e =з س‎ — р — e 9.419) 
ph Va? i b? | 
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3.7.8. Vibraţii anarmonice 


Undele elastice tratate în acest capitol se bazează de fapt pe legea 
lui Hooke, Ceea ce caracterizează undele în această aproximaţie este 
faptul că pot fi reprezentate, in conformitate cu principiul superpozitiei, 
ca o combinatie liniară de unde monocromatice, Aceste unde monocromatice 
se propagă independent una de alta putând exista separat, Toate aceste 
proprietăţi rezultă din faptul că ecuaţiile ce descriu miscarea acestor unde 
sunt liniare. Dacă ecuaţiile respective nu sunt liniare si nu admit soluții 
armonice simple apar efecte specifice, numite efecte anarmomee. 

Vom discuta calitativ unele efecte anarmonice ce apar în aproxi- 
matia de ordin trei. În această aproximaţie ecuaţiile de mişcare conduc la 
0 suprapunere de unde monocromatice de frecvențe о, oz Og °’ și 
vectori de undă 1, ls, Кз, :::, precum si unele „unde” de slabă intensi- 
tate cu frecvențe de combinare de tipul o; + о, si vectori de undă Ж + Éz. 
Aceste „unde” reprezintă un efect corectiv; ele nu pot exista prin ele 
însele. P 

Să presupunem Că оз = оу -- 0$ Și Ку = К, + K, cu оз şi kg cores- 
punzând undelor ce satisfac ecuaţiile liniare şi omogene de mișcare în 
prima aproximaţie. Ca urmare a efectului de anarmonicitate se produce 
un fenomen de rezonanţă : ia naștere o nouă undă monocromatică cu о 
amplitudine ce crește cu timpul. Este evident că dacă superpozitia undelor 
в, Ку ŞI ооу Кә generează unda оз, Ёз, atunci superpozitia undelor cy, k, Și 
оз, ky và conduce de asemenea, la rezonanţă generând unda о» = «©з — €; 
Fo = kg — Ку. De asemenea, superpozitia undelor оз, / 8i c, Ёз Vă cohduce 
la unda оу. /4. 

Pentru corpuri izotrope 


o = Ok sau = ОЕ cu C, > Cr. (3.779) 
Vom analiza situaţiile în care condiţia (3.779) este satisfácutà pentru 


undele oy, Г; mo, Eg $1 оз = ot O2 fla == бщ AF ko. ; ; 
Dacă vectorii kı si А nu sunt coliniari, atunci Kg < k, + Ку $i 


a а ^ um 
9, ied cu sta 2 Oil, + Cales >, Olat Oak, (9.180) 
lg К Ёз là za Ka 


Rezonanţa nu este posibilă decât în următoarele cazu: —, 
a) б, = €, = 0, si €, — On adică undele ©, & Și op ka sunt trans- 
versale, iar unda оз, Ia este longitudinală ; 1 RE ei 
b) 0, == 0; == 0, gi C, = 0, sau Cs = 0. = (1 Și 6 = C,. Deci 


una din undele «o, Æ Sau Oa, Eo este longitudinali, cealaltă este transver- 
sală, iar unda оз, ka este longitudinală. 


pes = ац CUP заа А Re y GALE 
Dacă vectorii k, Si he sunt coliniari, atunci Ка = А 7 Ra Și 
A iC A 
û, MON OG (3.781) 


C. == Y 
у ly A ta 


; оа ер ват OS O = 
е £ i i C or [0] =з. ( a > Ca E 1 2 
Rezonanta este posibilă 1¢ \ тие. 


j i ‚ fie longitudinale, f 
— 0. = O, adică toate undele sunt fie longit is S i 
° Menţionăm in încheiere că alături de undele тордоргода нов Sh Е; 
efectul de anarmonicitate dă naştere 1@ undele 29), 2 aron e sona 
şi vectorul de undă duble, iar amplitudinea de asemenea, creşte cu timpul. 
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3.8, Unde sonore 


3.8.1. Ecuația de propagare a undelor sonore 


Undele sonore descriu mișcarea oscilatorie dintr-un fluid compre- 
sibil. Comprimările si rarefierile alternează in fiecare punct al iinidului 
prin care se propagă unde sonore. 

Dacă р’ şi р’ sunt presiunea si densitatea în fluid în prezența undei 


onoré, iar p, $i ро valorile de echilibru în absența undei, vom admite că 
ppt? боеры Tei (9.102 
unde р'< p, si е < po: Evident р si p reprezintă presiunea şi densitatea 
totală. 
Admiţâna că p, şi ро sunt constante, ecuaţia de continuitate 
до = э Tg 
-+ V(gt) = 0, 3.153) 
дї 
capătă forma 
др ; Я 892 
—— AwCV -®).—= 0 NE: 
дї 
Am admis, de asemenea, că se neglijează mărimile de ordin doi in c p.* 
care sunt considerate mărimi de ordinul întâi. 
Asemănător, ecuaţia lui Euler 
дё $ x V Р 
 h(üs Ж —— ls (3.585 
oi e 
devine : 
0% Vp è 
==== i g 3.18€ 
ot o 


Dacă mișcarea se presupune a îi adiabatică, atunci vom utiliza le- 
gătura obţinută în cadrul termodinamicii dintre presiune şi densitate, 


: 0 : cm 
p = P ) 2 M КИТУ. 
д /s 


Înlocuind în (3.784) se obţine 


д д 3 
S. de (32) (9.5) «0 KES 
dt LIIS 
Pentru comoditate se introduce potențialul vitezelor prin definiția : 
ё = (Yo). (3.139) 


Din ecuațiile (3.786) şi (3.789) rezultă 
p == — e 9t. (3.190) 
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Venunttile (3.700) si (3,2953 үн 


conmdue la ecuatia de miscare căutată 


"9" 9 Op \ 
( : "a 
2) «9 3,191) 
ot b da 
"n : 
Viteza de propagare a unetuiui in fluid este. evident 
: i (Opi Dos (3.192) 


Dacă anda sonoră eate plană si se propagă de-a lungul axei у atune 


ecuația (3.791) admite soluții de tipul 

(x, 1) fia (el fata el), 1.793) 
unde funcțiile f, și J; sunt arbitrare, având insă argumentul mentionat prin 
relația (3.793). 


Prin intermediul relaţiei (3.739) rezultă că ingura componentă 
vitezei ? diferită de zero este 


0 1, 09/02, 7 D, (3.194 
ceea ce dovedeste că unda sonoră este longitudinală. 
Referindu-ne la undele progresive, din (3.793) si (3.790) obținem : 


" : 09 А БЕС 
: Ji (2 cl) SI p го ; eo fils - el), [5.4925 
dz 01 


*« 


unde indicele prim înseamnă derivata funcţiei J, in raport cu argumentul 
său z — c. Deci, 


p 000 3.196 
Folosim aici si relaţia 
co. Por (mea 


Să obţinem acum legătura dintre temperatură mediului şi viter 
oscilaţiilor undei sonore. Pornind de la relaţiile termodinamice cunoscute : 


T IT p' ih (т | р' aV Тр. (3.1958) 
др $ Cp» д Т ғр с, 


termică. Vom înlocui aici expresia 


unde 5 este coeficientul de dilatare ` à 
valorilor de echilibru, 


(3.796), unde admitem indicele zero corespunzător 
T” eB T Р. (3.799) 
ер 
y de masă à mediului fluid. 


Preciză д ne referi a unitates : ru 
iun Ай pa relerim ja nns propagure à sunetului in condiții 


Relaţia (3.792) ne dă viteza de 
adiabatice, când 
др æ р | : (3.800) 
E s 0 0p /1 
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| 21— e, 567 


unde e, 
guzul Vy in sens termodinamice, 


Şi e, sunt căldurile specifice la presiune si volum constant, Pentru 


Bush? ИЙ уа. (3.801) 
u 0 


În consecință 


e 1 YRI, (3.802) 


2 


valoare egală ca ordin де mărime cu viteza termică medie а moleculelor. 
Potenţialul vitezelor pentru undele sonore monocromatice si armo- 
nice se alege sub forma : 
Ф = (x; Y; 2, i) = oe, y, 2) exp(—iot). (3.803) 
lnloeuind in ecuaţia de propagare, se obţine 
o? 


V39, + фо = 0, (3.804) 
62 


de unde se poate determina funcția e, y, 2). 
3.8.2. Energia undelor sonore 


Energia unititii de volum a unui fluid este suma dintre energia 
internă a unităţii de masă < şi energia cinetică a unităţii de masă rapor- 
tate la unitatea de volum, adică 


2 


© = pe F pU (3.805) 


În prezența undei sonore e = e, + 0, e = sọ + є', indicele pr im arătând 
mărimile respective în prezenţa undei sonore. Reamintim că р, s’ şi e 
sunt mărimi de ordinul întâi, iar noi ne vom limita la aproximaţia ter- 


menului de ordin doi. Evident că această aproximaţie impune ca 


1 XE pa А : 
c — pgt2. Să dezvoltăm in serie Taylor mărimea ре în jurul valorilor de 
90 


ge? = 


echilibru din cazul când unda sonoră lipseşte, 
бово e eo. TT. (3.806) 


Dacă s este entropia unităţii de masă atunci primul principiu al 
termodinamicii se exprimă sub forma 


de = T ds — pdV = T ds + E. dg, (3.801) 


n 


ATU | mr " 
ar di = 4р. Drept urmare, 
' (e 
. x 7 - 
{= | " E 7, y, UN ) 
` Vp 7 2 С 
Ciu pia In continuare, 
f 9 pe | ( 0g | 0g ( dp) i 
| Aa? | A, 4 Zu рота, ү — 0°, 3.309) 
Ut Vp „ls NOP. 1 0р/,.400/, e 
unae expresia (3.792) ce defineşte viteza undelor sonore 
inioect rezuitate in (3.805) obtinem 
1 и 
سے ل‎ o 1 zd ` { 
ә v 
in această relație Coco reprezintă energia unității de volum a fluidului 
imobil ; ўе măsoară variația de energie determinată de modificarea m: 


ituidului din fiecare volum unitar dat. Deoarece masa totală de fluid este 
constantă : 


r r 
j eav -\ o, dV ў deci ear 0 (3.811) 


Ca urmare, variaţia totală a energiei fluidului legată de prezenţa undelor 


sav =4(5 pot? F ©. "Jar. (3.812 
== 2 o 


Putem considera acum că densitatea energiei sonore este : 


sonore este 


"^ ©. 2 
EN 


MISES еб e 


95 
2 = Po 


ү i in (3.797 “toar * plane, (3.813) capăt 
Folosind relația (3.797) corespunzătoare undelor plane, (9 і 


| forma 


w == роб“. 


Boc ` e Jor sonore 
3.8.3. Fluxul de energie al und lor so 


Considerăm un volum де fluid prin exi 8 она os e 
Sa caleulám fluxul mediu de energie ce traversează supra Si 
— Fu wand guai fluxului de energie dintr-un fluid este 
e de 2. p® |. Deoarece termenul 7 бро? este de 
- ". à lU. 
ţia noastră dt ер P 


in unda sonor A LAE 
Sp HR relaţii e este densitatea 


ordinul trei, se poate 


în consecință, densitatea medie a 
обу, unde medierea este tem- 
1 mediului elastic, g 


neglija în aproxima 
fluxului de energie 
рога. Evident, în 8 


entalpi 1141 ARN. Чат i dui | A g 

apes dg unităţii de Masă, iar v viteza fluidului, Dacă do este entalpia, 
Ali de masă a fluidului imobil în absența undei elastice, iar 7' în 

prezenţa acesteia, atunci | 


0 = до i (3.815) 
gi deci 
Cpt) = <p (Job) + Cei t». (3.816) 
Pentru variaţii miei ale entalpiei, 
ха ША 7 ш.) 
j ё | 4 p = =p, (3.817) 
0р js p 


Expresia (3.816) devine 
(pû) = Jo LP) + <р, (3.818) 
pentru că jg, este constantă în timp. 


Fluxul total de energie ce traversează suprafaţa S care închide vo- 
lumul V de fluid va fi 


bos (pb? + <р'®у) ай. (3.819) 

În medie însă, masa totală de fluid delimitată de suprafaţa închisă 

S este constantă, ceea ce înseamnă că media temporală a fluxului de fluid 
prin suprafaţa 5 


} (pb) dS = 0 (3.820) 


se anulează. Așadar, fluxul de energie prin suprafaţa închisă 5 este 


f «р'®> аб, (3.821) 
iar vectorul 
(dy = (p'5) (3.822) 


este densitatea medie а fluvului energiei sonore. 
Să exprimăm acum legea conservării energiei sonore. Pentru aceasta 

folosim expresia (3.813) a densităţii energiei sonore 
^ Я *" 2 
дш zi А Qv a0. el de. E (3.823) 
m ЫИС 

Din relațiile (3.796) şi (8,797) obținem următoarea legătură dintre variaţia 

densității şi variaţia presiunii 


+ 


р з e? e^ (3.824) 


\om ulilan прос ecuatia de 
(Ч, АЙ) in eontextul in eure 


"тшн (4 M4) ni cunka tui Euler 


i ИД ot i 
i б ( VP’). (5,89 
ul ül бо | д, 
Obtinenm i 
ow WM 
t / \ [ / 
m ( Vp cp 0) 0( Мр) pt 0) (4,826) 
sunu, muli CONCIR, 
Өш 
У.(р'0) 0), (3.82' 
üt 1 Ciao dl 


Neenatà este eeuntin ee exprimi legen conservării energiei sonore, De nici, 
reyultà că densitatea fluxului energiei sonore este. mărimea vectorială : 


(| p 0, (3.828) 
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Observüm ой ncost rozultat este adevărat nu numai pentru valoarea medie 
in timp a fluxului ei ai pentru valoarea momentană, 

Dacă ne referim la undele plane, după (3.814) si (3.796), obținem : 

D E 
(| == cw == = оў (3.829) 
" 
unde 5 este versorul direcţiei de propagare a undei care coincide eu sensul 
vitezei ð de deplsare a fluidului, 

Vom calcula acum impulsul total al fluidului in cazul când unda 
sonoră ocupă la un moment dat o regiune finită din spațiu, în afara acestui 
domeniu neexistând unde sonore. 

Se stie că vectorul 


3 (3.83 
j : po ( 0) 


м 


se numeste densitate а fluxului de masă si reprezintă masa de fluid ce 
traversează în unitatea de timp unitatea de suprafaţă normală la direcția 
de propagare. În consecinţă, acest veetor coineide cu impulsul unităţii de 
volum a fluidului. Înlocuind aici р = pot р ti reamintind cà p etg, 
rezultá 


1 "0 Q: 
S = oka (3.831) 
J Pot 1 e VE 
i i de accea 
Miscarea în unda sonoră este potenţială yi de асе 
кы тр (3.832) 
Drept urmare, 


{ 
J = (Уе + у 


Impulsul fluidului oste | 
/ ыы еч d (3.834) 
(zar: (cyaan | yhaa ( 
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E 


аргаа пи п 


T 
TUNIS МАА WOME de am оха рес A і 
хаш isa ЧАА Popa ao uu ар «14 ПИТ TII 
еә depl Asare a substanței Munin Acesta este ип fori 
12031 C ^ O маме qe acest ordin 
"o D.) ^ : Е 
9.9.4. Кепехха St retracti unaeior Sonori 
item că planul sOy separă două medii elastice avind densitàt ili 
e . La această supratata Че separație este meidenti o unda 
E Arpat se Ta reflecta S 
a 


refracta, Legătura dintre 
et 


Li 


i, reflectată şi retractată este d 
de separație à 


{ undele ihi 
erminată de condițiile la limită di 


la 
celor douà medii: presiunile şi componentele 
ale vitezei de oscilație à 


) 
particulelor mediului elastice trebui 


referim la o undă plană, monocromatică şi longitudinală având 
de undă £ şi frecvența e, Este evident că o astfel de undă este 
ecuaţiei undelor pentru un mediu nelimitat. Într-un mediu limitai 
apar condiţii la limită, în cazul nostru, pentru ғ 

depind ni 


AIL 


vectorul 


„а 
nintie ‹ 
шне а 


0. Aceste conditi пц 
сі de timpul è şi nici de coordonatele x sau y. Drept urmare, di 


9) Mete. 


| Si 


pendenta solutiei ecuaţiei undelor de variabilele 1 
ceea ce implică faptul e 
dentă atât pentru und 
Aşadar, о primă lege ; / 
menelor de reflexie sau de refractie. 
Mo [da € ] AA ү : TIN К 4 а * 
Pie Ог planul de incidenţă, deci planul definit prin direcția razei 


чыз ‚ 281 y nu se modifică, 
à mărimile w, k, si А, sunt aceleaşi са în unda inci- 
а reflectată, Cût gi pentru unda refractatá. 

recvenja undei nu se modifică în urma feno- 


incidente si a normalei în punctul de incidenţă. Ca urmare, 7, = 0. Această 
valoare k» se păstrează, conform afirmațiilor anterioare, atât pentru 
unda reflectată, cât si pentru unda refractată. i 
A doua lege se poate enun(a în modul următor: directiile de pro- 
pagare ale undelor incidentă, reflectată gi refractată se găsesc în acelagi 
dlan, planul de incidentă. ; , 
Conform figurii 3.70, Jie 1, unghiul de incidenţă, 7 — unghiul de 


reflexie, iar 0 — unghiul de refracție. Dacă |E] = k = TUE k,l = k 
[21 
Uy эр оу РБ x, 
= — Și | К, = Й, = — sunt mărimile vectorilor de undă pentru undele 
€ Ca 


incidentă, reflectată si transmisă (refractatá), unde c, si e, sunt vitezele 
de fază ale undelor în cele două medii, atunci 


ke = ЕТ = k cos (90° — à) = F sin d, (3.837) 
şi 


1655 ==” k, . V4 =з 6 COS (90° —7) ES Je sin 7. (3.835) 


Deoarece k = k, rezultă 
do — (3.839) 
Am obţinut următorul rezultat important : unghiul de incidentá este egal 
cu unghiul de reflexie. 
Pentru raza refractati, 
ku == ki . î, = Te eos (90°— 0) = hu sin 0. (3.840) 
Dar kz, k,, si hu au aceleași valori, conform justifie&rilor antrioare, s de 
aceca 
sini _ €. (3.841) 


sin 0 C» 


Legea refracției (3.841) se poate оаа astfel : raportul чарада sinusul 
. y EE . а o mefr We este › ET, "aportul 
unghiului de incidență gi sinusul unghiului de refractie este egal cu raportu 


e . RA u pites рай à sne- 
dintre viteza de fază a sunetului din mediul incident şi viteza de fazà а sun 
tului din mediul emergent, ў : CICA E =. 

Pentru а putea deţine o legătură între decade unde lot ic 
f + + 1 . AZI б ч 
dentá, reflectată și retractată вй reamintim ci р А ES А гд 
satisface ecuaţia undelor, deci pentru unda incidentă se poate : 


m A exp [= (ot kr) (3.842) 
iei P 
7 Д.У = Кш Ка (3.843) 
meide D | 20). 
M a AU da н Ко, in şi pentru unda re- 
Analog, pentru unda те r а ; 


isaciath In» Ubi 0, ka) Dar conform figurii 3.70 


527 


Ё d A 
К, : АА À POR "у 


1 a 
^+ Ke Fa Ñ, ens (180 
hs, ki ta Ri (эя Û 


Relația (3.843) dovine 


m К, ОНЕ fal 


i P 
9 A exp iw [f ain d, eua is] 
i Ü 


Analog, pentru unda reflectată 


@r A, exp 


i(! 
gi pentru unda refraetati 


eim a exp] lo ( 


Р 3 
—- ain. 0) — COR Û) | 
Ca Ca ) 


| GETER 


CLS AG) 


(FATT 


Utilizarea condiţiilor la limită impun caloulul preajunilor după re 


latia (3.790), adică 


0 p] 
р р 
9t 
şi calculul vitezelor normale lu suprafața de separa(íe 7 = 0 
0) ) 
Lm = - » 
2 
Rezultatele sunt următoarele : 
р = —iep Ф 
Pr == — lo fur 
pie = — іе Popi 
u A 
v, == 1 — 008 în * Ф, 
e 
1 
90) s 
Uy, = — i—— COR to 9r 
i 


LUQ 
Vip = Ї—— COR 0: фи. 


Ca 


(3.8458 


(3.850! 


(3.821) 


Pentru simplitate vom admite ей punetul de incidenţă est e toemai punet ul 


0 (fig. 3.10), pentru care т 


- 0, De aceon 


g (2 = 0) = А exp(—iot) 


Ф, (2 == 0) = A, exp ( — iat) 


e(t = 0) = 


A, exp (~ iat), 


(3.852) 


iaz condiţiile la limită devin. pentru z 0 


PATA OW $94 6 ач, (3.853) 


ў + 
шро Wad amt expresiile (3.8501 (3.852) 


mI AD = موم‎ şi (4 — 45 4: (2.804) 


Acest sistem de ecuații eu necunoscutele A, Şi A, are soluțiile 


nê. COR E. — Ap оок À ә . 
TER ihe ld E 25, cos i, ipea 
Pata COS 1 -T русу COS Pace COS 10 + рус, COSO 


Determinim coeficienții de reflexie si transmisie pentru o undă so- 
nori monocromatieà si plană. 

Prin definiţie, coeficientul de reflexie este dat de raportul modulelor 
densitátilor de flux energetic ale undei reflectate si a undei incidente. Folo- 


simd definitia (3.829) si expresia (3.814) rezultà : 


id, tl 1—9 eos] | ере | |= | 

В — | 03 „= Dă Aa =j =] тые. | Pl а 56) 
|= - | аса. Ie "ss E d plată up 
id - îsi | gew | j ар jo 9*4 


unde am ținut seama de faptul că unda incidentă si unda reflectată se 
propagă în acelaşi mediu. 

Alegând situaţia evidenţiată de fig. 3.70 prin intermediul formulelor 
(3.845) și (3.846) obţinem : 


Qo den Ord . Qe : 
E = еа Sin to ` 9, ty — 0, t, — 1 — COS 1-9; 
дт € e 
(3.851) 
; TAR 2416) 1 ala 
f$, =i Sinis -9r, т == Ою = 9 2 COS to` 9,. 
е €1 
De aici, 
o? : 
a Sam T. | |8 
lel = 1% + o + cl alei = а 1405 
1 
> (3.858) 
2 t^ S 
агане ANS 
lo] = |02 УЬ 0] m lel d |A] 
1 


Înlocuin d în definiţia (3.856) rezultatele (3.808) şi (3.855) determinăm 
coeficien tul de reflexie 


R тоз сов = пасо! (3,859) 
Ун | раба COS do =F pie, 0080 


Folosind noţiunea de impedanță sonoră 
Z= р (3.860) 
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definită ca produsul dintre densitatea mediului şi viteza undei sonore in 
mediul respectiv, rezultă o nouă exprimare a eoeficientului de reflexie : 


Ža Cos Т сово \* j 
ате (3.861) 
Zo COS în -|- Z, cos0 


Este usor de arătat că acest coefieient do reflexie se anulează pentru urmă- 
toarea valoare a unghiului de incidenţă 


ipud alan Zau), (3.862) 
5 Zi (cd uu 02) 
e 1 2 


Se înţelege că este necesar ca diferenţele (02 — Z?) si (о; — с) să aibă 
simultan acelaşi semn. În acest caz R — 0, deci nu există decât undă re- 
flectatà. 

Pentru coeficientul de transmisie vom avea, 


nim di їз ЕЗ GOS сом гоа RPE | (3.863) 
d. îs 9 COS o совт €; o| v 
Folosim relaţia (3.847). pentru а determina viteza vi, 
до, М СО . © 
OPERE T EET e Sin Өфе ; vj, = 05. Vu > 1—- 0050. Ф, 
02x Ca с, 
2 e? 2 ч a ` 
(p = pi. (3.864) 
e 
Obţinem aşadar, 
T co) ea E Pu он | (3.865) 
COS io Cı ру © | А | (Z cos io + Z cos 0)? 
pentru că am utilizat rezultatul (3.855) | 
Să observăm cá: 
R+T =1, (3.866) 


în conformitate cu legea conservării energiei : energia undei incidente o 
regăsim în unda reflectată şi în unda transmisă. 


3.8.5. Elemente de acustică geometrică 


Menţionăm că în acest paragraf particularizăm pentru cazul undelor 
sonore rezultatele generale redate în paragraful 3.19.. i 

Acustica geometrică corespunde cazului limită al lungimilor de undă 
scurte, adică ^ — 0, 

Eeuafía fundamentală a acusticii geometrice determină direcția 


razelor sonore şi este tocmai ecuația eiconalului 
1 (â7i | 
Vg — | —— =: 0, 3.867 
( o? | 0t | Soon 
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Aici M egte Tm 
Aici A este funcția ciconul lopată de potenţialul viteză prin relatis de 
definitie À 


Р yo EXP (17), (3.80) 


CU pa 0 marune constantà dacă unda sonoră este plană si monocrcematică 
In cazul când unda este doar aproximativ plană si monoeromatik T i 
amplitudinea Po esteco Iunetie lent variabilă de 1 Gordonate j i timp, Í " 
eiconalul # (F, 1) este o funi tie „Cv nsilinia1d"* oami ҮП ей i "va 6 
undă plană si monocromatică avem EUM 


Y (Ph о У a (undă plană), j|, 860) 
eu A,« Și a constante, 
Dacă fluidul este neomogen, coeficientul = din ecuaţia eiconalului 
m 
(3.867) este o funcție de coordonate. 
Ecuația eiconalului permite determinarea distribuţiei intensității 
sunetului în spaţiu. Într-adevăr, în condiţii staționare, ecuația de « 


tinuitate (3.827) devine 


У «0 =. У (0108) =0. 3.870 
Însă, după cum в-а discutat anterior, 
ор 
— gi а= 39. 3.871) 
Ic 


Distribuţia xrotial a energiei sonore se poate айа din ecuaţia (3.870 
unde se înlocuiesc rezultatele (3.871) 
= Уг? 
У [са NCC zx (3.812) 
О) | 
Să reamintim că folosird analegia dintre mișcarea punctului ma 


terial și aproximafia geometrică a propagării undelor s-au obţinut urnă 
toarele rezultate: 


aes до d? s; . до E A 
— = К m—-—,u—mBÜRSTAA (9.949 
dt Qr dt 0% 


3.8.6. Efectul Doppler-Fizeau 


Pentru unda monocromatică ce se propagă într-un mediu imobli 
ştim că este adevărată următoarea legături între frecvența unghiulară 
« şi vectorul de undă k 

E wn (3.874) 

Considerăm că iluidul prin care se propagă undele дие ig 
deplasându-se cu viteza Û. Te (8^) referentialul pani ^ дин 3i ws 
de acest referential fluidul este in repaus, Deci, potențialul vits m 
următoarea formă pentru unda sonoră plană şi monct 
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prin intermediul referentialului (5) 


Ф = ey exp [ —-i(het' — ЁР"), (3.815) 
umie p o $i Ё sunt mărimi constante. 


: in conformitate cu transformürile Galilei, care exprimá legátura 
dintre referentialul fix (5) si referentialul (5") ce se deplasează rectiliniu 
si uniform cu viteza б faţă de (S), vom avea 


Г Pa dU si tw К (3.876) 


Înlocuind, expresia (3.875) devine 
p = ppexp(— (Ке! — k. (P — 00)]) 


sau 

9 = gs exp ( —i[(ke + R.T) — k - 7)]. (3.811) 
Dar expresia (3.877) descrie o undă plană si monocromaticá in sistemul 
de referinţă (S), fix, având frecvenţa unghiulară 


û = ke + KR. (3.811) 


si viteza (viteza de grup) de propagare : 
Cep == € + 0 = 68 + 0. (3.818) 


9 оет 


Am folosit relaţia (3.877) şi am notat cu $ versorul direcţiei de propagare 
al undei. Evident că în relaţia (3.378) ® joacă rolul „vitezei de antrenare” 
a sunetului de către fluidul în mişcare. 

Relaţia. (3.877) exprimă tocmai efectul Doppler-Fizeau, care ne arată 
că frecvența receptionatá este diferită de irecvenţa emisă de sursă ca ur- 
mare a mişcării relative a sursei sau observatorului. 

Să presupunem că sursa sonoră este în repaus în raport cu referen- 
tialul (8); înseamnă cá о, este frecvenţa proprie a sursei. Admitem că 
receptorul este in repaus față de (S), deci о este frecvenţa recepționată. 
Pie 0 unghiul dintre vectorii k şi ù. Remarcăm că relaţia (3.877) ne dă 
legătura dintre frecvenţa о şi vectorul (numărul) de undă k atunci când 
fluidul este mobil. 

Putem afla acum legătura dintre frecvenţa undei emise (frecvenţa 
sursei) si frecvenţa undei recepționate (frecvenţa receptorului). 

a. Bursa fixă și receptorul mobil. Presupunem sursa fixă in raport cu 
(S'), iar receptorul mobil, dar fix în raport eu (S), cu viteza ù. Pentru 
a putea utiliza relația (3.877) este necesar să descriem fenomenul dintr-un 
referential faţă de care fluidul вй fie în mişcare, Acest referential este (5) 
gi el se deplasează fati de (5) eu viteza — ?. Asadar, in (3.87 7^) vom înlocui 


: о : 5 А 
ре? си —f, iar л = — pentru că (S') este sistemul propriu al sursei 
0 


fà x 00 (: — 0 сов n) (3.819) 
0 
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Г ———Ó 


Dacă receptorul se apropie, de sursă, unghiul 9 aparține intervalului 


n ; А à 
sX | şi deci cos0 < 0. Prin urmare, frecvența receptionatà este mai 
mare decăt frecvența emisă de sursă. 

Dacă receptorul se îndepărtează de sursă, unghiul 9 aparține inter- 


valului 39 $i cos0 > 0. Frecvența receptionatá este mai mică decât 


frecvenţa sursei, 
b. Sursa mobilă și receptorul fir. (S') este referentialul propriu al 


Ati 
sursei care se deplasează cu viteza t. Faţă de acest referential fluidul are 
viteza — $; (S) este referentialul său propriu. Putem aplica formula 
(3.577) înlocuind pe Û eu —® şi precizând că о devine о, 

v a aa 
oy = ke [1— — cos Ө |. (3.880) 

c 
Cum in sistemul (S), ke = о, relaţia (3.880) se serie 

e i 

O = 0 (3.881) 
Е 
1 — — cos? 


Dacă sursa se apropie de receptor, unghiul Ө aparţine intervalului 

(0,2) , соз > 0 şi o, < o, frecvența recepţionată este mai mare decăt 
9 

- - 


frecvența emisă. 


Dimpotrivă, dacă sursa se îndepărtează, 0 s(a ‚ = j, iar cosô< 0. 
= 
Deci o, > о, frecvenţa receptionatá este mai mică decât frecvenţa emisă 
de sursă. 

Să observăm cá pentru vcos0 > с, o devine negativ. Aceasta 
inseamnă că sunetele recepționate au ordinea inversă sunetelor emise : 
un sunet emis de sursă după un altul soseşte la observator inaintea acestuia 
din urmă. 


3.8.7. Viteza supersonică 


Ne interesează acum să utilizăm aproximația geometrică în cazul 
fluidului în mişcare. Ştim că aproxima ia geometrică apare pentru limita 


2. — 0 вап = сае oo. După (3.877) aceasta înseamnă о = 0 şi deci 
^ 


ko = ~ E,0 = — Косов 0. (3.883) 
Este evident de aici cá 
221. сове | < 1 sau lols lel. (3.883) 


і i A $ te utiliza în cazul 
roximaţia geometrică a undelor sonore se poa 
ador oye E mediului fluid. Dacă fluidul se deplasează de-a 
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1 | | — — 


lungul direcţiei 2, atu! 


Pentru a determ 


Ne referim la 


tei Ë (0 


Hu топа 


„0. r). iar ecuaţia (3.882) devine 


= 
pă 
Ж 


г? 


razelor vom apela la ecuaţiile (2.8123) 


dr де ау де dz Ое (3 йй: 
dR idk at Әһ, dt^ dk, 
planul yz, deci vom considera 4. 0. Cum о este constantă 


pentru unda monocromatică plană, 
до де . — 
de = —— dk, + —— d^; = 0, (3.886) 
dk, 54 ok, 
Din (3.885) si (3.886) rezultá 
T "n 1 А 3 7. 
dy . дә дЕ, pd, 4 (3.837) 
dz 0 a д k. d ky 
Diferentiind expresia (3.881) se obţine 
ck, аре (vw — c2)k, ак, (3.883) 
şi deci 
dy de с? KS zd e : (3.889) 
dz є®— е? Е. ү 22 — е? 
Această ecuaţie descrie forma razelor sonore (fig. 3.11). Cum 
d 2c 
Dg dee, (3.890) 
dz 


unde z este unghiul format de rază cu аха Os ce coincide cu direcția 
de deplasare a fluidului, din (3.889) obtinem 
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Fig. 3.71 


: (3.891) 


Referitor la propagarea pertur- 
baţiilor în raport cu un referential 
imobil să menţionăm următoarele : (a) 
perturbafia este „antrenată de mediul 
fluid mobil cu viteza ©; (b) pertu- 
baţia (unda) se propagă cu viteza e după 
direcția $ în fluidul respectiv. Se iute- 
lege că viteza undei față de reteren- 
tialul fix este (6 -+ єў) conform relaţiei 
(3.871), Dacă fluidul are o viteză super- 
sonică, apar caracteristici noi. Intr- 
adevăr, fie A sursa sonoră (fig. 3.72). 
lix& în spaţiu. Fluidul prin care se 
propagă unda sonoră are viteza supear- 
sonică 0. Viteza undei faţă de referen- 


Fig. 3.72 


iialul fix, imobil, este (© + C8). Direcţiile vectorilor (ð + c8), deci ale 
razelor sonore, sunt conţinute în conul. cu vârful în А și de deschiderea 
2a, cu « definit prin relaţia (3.891). Unghiul « este numit unghi Mach, 
iar numărul Mach este : 
v 
ты. (3.892) 
e 


Asadar, unda emisă de un punct oarecare dintr-un fluid supersonic nu se 
propagă decât în cadrul unui con de deschidere 2». Regiunea din мага 
acestui con nu este afectată de perturbatia sonoră. Suprafaţa ce deli- 
mitează regiunea de perturbatie se numește suprafață Mach sau suprafață 
caracteristică. 

Astfel de unde de șoc арат şi în cazul când într-un fluid în mişcare sta- 
tionará subsonică sau în repaus se deplasează corpuri cu viteze - super- 
onice. 


3.8.8. Unde sonore staționare 


Până acum am considerat undele sonore propagându-se in medii 
nelimitate cu frecvenţe arbitrare. Dacă însă mediul în care se propaga 
este limitat, ecuaţiile de mişcare nu se modifie, dar se completează eu 
condiţii la limită specifice, condiţii ce impun anumite treovenţe posibile 
pentru unda sonoră, Aceste frecvențe se numesc freovenje propri si va- 
lorile lor depind de forma și dimensiunile incintei. În fiecare сал concret 
există o serie infinită de frecvențe proprii crescătoare, 
proprii corespund undelor staționare, 

Ca un exemplu, să obținem freov 
sonore staționare ce ве formează într-o incintă 
siuni a, b, û, (fig. 3.73), Beuapia undelor sonore өхрг 
potenţialului viteză este 


Aceste treovenţe 


entele proprii de oscilație ale undelor 
ü paralelipipedică de dimen- 
imată prin intermediul 


(3.8927) 


335 


ТЕ Dacă ne referim lir unik 
| monocromatice, atunel alegem 


olt, 1, 8,1) 
фа, у, 2) exp | iwl) 


înlocuind în (3.892) rezultă 


1 


29, = de, = 0 (3.894) 


eu 
2 
=. (3.895) 
Fig. 3.73 e 
Căutăm soluţii pentru ecuaţia ) 394) sub forma 
Фо (V Y, 2), == Ф (а) Qs) Ф,(2). (3.896) 
Obtinem pentru ecuația (3.894) următoarea, exprenie 
1 dP 1 db, 1 dP, 2 
Са в —1z HE. (3.897) 


Im "m ~2 
Ф, da Ф„ dy Ф, dz 


Ecuația obţinută este satisfăcută numai dacă fiecare termen este o Con- 
stantă : 


1 аф , 1 d*b, 1 dO, 
1 kè » Эа 3. 
= т] = 7 = 


Же - ہے کے‎ — M (3.898) 
Ф, da? Ф, dy? O, dz? 


unde kz, k, și k, sunt constante gatistăcând condiţia : 


RB RK} + Rk} = RP. (3.896) 


Soluţiile ecuaţiilor (3.898) sunt eviderite : 


Ф, (2) = A, exp (1.0) 4- Ag exp (iket), 
Ф, (y) = B, exp (iky) + Ba exp (~ìkyy), (3.900) 
Ф, (2) = C, exp (ilz) + €, exp (— ik), 

eu Ay, 4, В, Ba 8i C, ‚О, == constante, 


Se înţelege că la pereţii acestei cutii” viteza fluidului trebuie să se 
anuleze, Aşadar, 


| 09 
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o e te, а 


ceea ce implică 
дф, 


óm 0, pentru z = Û gi c = d. (3.902) 


Efeetuànd derivarea rezultă sistemul de ecuaţii omogene pentru necunos 
cutele A, şi As: 
As — Ag m 0; | 
A, exp (ik,a) A, exp (—1%а) 0. | 


Soluţiile sistemului vor fi diferite de zero dacă determinantul sistemului 
este nul, adică 


а тт 
Буа 0050 + == —— 3. f E 1, + 2, (3.904) 
а 
Deoarece 
€, = 0, pentru у=0 Si y D, (3.905) 
т, = 0, pentru 2 = 0 Si 2 = (0; 
obținem în acelaşi mod 
nT qr 
RES РЕ из (3.906) 
; b Co 
(n = +1, £2, 4) (а = +1, +2, 7°) 


Relaţiile (3.895), (3.899), (3.904) şi (3.906) ne permit determinarea 
frecvențelor proprii : 


2 2 2 
2ن‎ — ame Ka ui UA LUE 4 (3.907) 
а? р? еб 


3.8.9, Tuburi sonore 


Considerăm o undă sonoră ce se propagă printr-un tub lung s! sub- 
tire, deci lărgimea sa este mult mai mică decât lungimea de undă a эр 
sonore, Secţiunea tubului este S gi ea poate varia puţin pe distante de 


ordinul lărgimii tubului. Vom admite că unda se propagă de-a lungul axei 


tubului sonor. à 
Masa de fluid ce traversează in unitatea de timp seotiunea tran 
versală, а tubului este oSv. Dacă axa tubului coincide cu direcţia axei Өх, 
atunci masa de fluid cuprinsă între două secțiuni trenversale intiimi ve 
cine Alz + dz) gi S(z) este 
e ono 
(8 gt). «as 22 (8 p"), == а (8 pv) dz. (3.903) 


; ата se modifică, în- 
чип volumul de fluid cuprins intre aceste мод, аң. сеи еч 
seamnă că se va schimba densitatea fluidului: n uni aur ER бус, 
sitatea ве modifică cu де|д1, iar modificarea corespu Я 
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—c, 567 


м ч k o 
fuidului este S d. 


Kgulànd cu modificarea (3.808) i muse fiul 
dului rezulti : 


д 5 0 


— (S et). (3.909) 
ot 08 
Putem interpreta rezultatul (3.909) ca ccuația de continuitate pen 


tru fluidul din tubul sonor. Derivăm relația (3.909) în raport cu timpul : 


үте == ERE (s 28 о + Sp =) (3.910) 
on oz 01 ot 
) doc A 0 др’ а 
Dar, după (3.183), = — “° gi deci produsul СВ р — —*. р este o mărime 
ôt д1 Ol д! 


de ordinul doi, neglijându-se in aproxima[ia cu care lucrăm. Pe de altă 
parte, ecuatia Euler (3.185) ne dă 


д0 E (3.911) 
дї р Oz 
Obtinem din (3.910): 
qos. Di (522) : (3.912) 
Qt? Oz дг 


Tinând cont de expresia (3.792) а vitezei sunetului in fluid, vom 
putea scrie mai departe 


de дрӧр 1 др де _1 0% 


3 C p xs = (3.9127) 
ot DOS бозо qui а o dn 
În acest mod, ecuaţia de propagare a sunetului în tub este 
S 0: = (в t (3.913) 
o? Qi? дг дз 


Pentru о undă monocromatică dependenţa presiunii de timp este 
de forma 


plz, t) = P(e) exp(—iat), (3.914) 
Cu notația 
ki = (3.915) 
0* 


ecuaţia de propagare devine 


1 › 
"т x (в ==) + КАР =0. (3.916) 
0% 


5 dz 
О problemă importantă este legată de radiația sunetului de către 
extremitatea deschisă à tubului, Să observăm, în acest sens, că diferența 
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de presiune a gazului de la extremitatea tubului si din mediul incor jură 
tor este mică în raport cu diferențele de presiune ce apar in tubul ОПОТ 
De aceea se admite că la capătul deschis al tubului sonor yresiunea 4 i 
anulează, dur viteza gazului nu este nulă, Asadar capătul йар al ТШШ 
sonor Re poate asimila eu o sursă” de gaz având debitul” volte Sr 

vy fiind viteza gazului lu extremitatea liberă, a tubului, Probeta radi- 
atici tubului sonor ко reduce in acest mod la probleme, radiatiei done Т" 
unui corp pulsant de volum V. Intensitatea totală radiatá de un astfel de 
corp este 


p dV |? 
Ui = - à А 2 Ра 
EN 012 | у 9) 
0V 


A 2 ; „OV > 
În acest caz, în locul derivatei gm а volumului corpului vom serie 
( 


tocmai debitul volumie Svg, deci relaţia (3.917) devine 


2 02, |? 
J = тет Е ) (3.918) 
атс 


Să analizăm următorul caz : un tub cilindric ате la un capăt о mem- 
brană elastică, celălalt capăt fiind deschis. Membrana radiază unde sonore. 
Interesează radiaţia sonoră a capătului liber. 

Dacă secţiunea tubului sonor este constantă, ecuaţia (3.916) devine 


2D 
d TP =0, (3.919) 
dz? 
iar soluția este 
Р(г) = 0, exp (ikz) -+ €, exp( —ike), (3.920) 


О, 51 C, fiind constante. È 
Presupunând că tubul are lungimea 1 și că la capătul deschis 2 = 1, 
atunci vom avea Р(1) = 0 adică 
0, exp(ikl) + C, exp(—ikl) =0. ? (3.921) 
Membrana se va găsi, evident, la capătul г = 0, Jar ч este viteza 
oscilaţiilor acesteia, 
i 3.992 
u ==, exp( —iot), (3.922) 
cu ш constantă, Este natural să presupunem că 1а capătul m 
ве găseşte membrana viteza fluidului coincide cu viteza membrane 
(3.923) 


v =u, pentru 2 = 0. 


Dar, folosind (3.911), obţinem 


O, — €, = ROU: (3.924) 
Sistemul de ecuații (3.021), (3.924) admite soluţiile 
xp (zil ормо exp RD —, (3.995) 
_оршеХхр(—1М) д — ( 


аг 2 cos КЇ 
) 2 сов М, CAL. cim 


Ubţinem astfel pentru presiune relația 


TTE d rag 7 4 : 
pit a v exp [iot — А2 — 1) | —exp [—i(ot + k(z — 1l). 
z COS АЧ ; 
(3.926) 


› › 


Vom utiliza ecuația Euler (3.911) pentru z = Г, deci, după (3.922), 


де | Qu | ; { 2 
— | — | == — ou | ہے‎ == —1 000. (3.927) 
ot {зза dt | ze 
In continuare, 
др! з Cou p MS S 
СР Sp ча 019 exp (—lot). (3.928) 
02 | 2 cos kl 
M де 1 др , i : л ; = 
Cum = — — — obţinem pentru viteza gazului la extremitatea liberă 
at o 02 
a tubului 
1 
Geom - (3.929) 
eos kl 


În absenta tubului, intensitatea totală radiată de membrana sonoră este, 
după (3.918), 


( 


oS 2 S? 2 Р 
дезе ды) ) 280889548 ву: (3.930) 


“ame \ |91 | 


Axe 


pentru că u este viteza de oscilație a membranei, iar S este suprafaţa 
acesteia. 

Se înţelege că intensitatea totală de la extremitatea liberă a tubului 
este dată de o relaţie de acelaşi tip cu (3.930), adică 


oS? [де [2 S29? | 
Ju = X= dep А (3.931) 
sze Х| ot | 4r 
Factorul de amplificare îl putem defini astfel 
e 09 i 
A = 7 = < Pol? ص‎ (3.932) 


E («|> cos?kl 


Aici am utilizat rezultatul (3.929). Observăm că factorul de amplificare 
devine infinit dacă frecvența de oscilație a membranei coincide eu frec- 
venta proprie a tubului. Acest lucru ве întâmplă pentru că am neglijat 
unele efecte cum ar fi: frecarea, influența radiaţiei sonore, Aşadar, їп 
general, coeficientul de amplificare este o mărime finită, 


3.9. Optiea mediilor anizotrope 
3.9.1. Unda electromagnetică plană 
Pentru un mediu anizotrop, legătura dintre inducția electrică р 


si intensitatea câmpului electric E este realizată prin intermediul tensc- 
rului calo), tensorul permitivității dielectrice ; de asemenea, legătura dintre 
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| 
| 
| 


inductia magnetică в şi intengzitatea câmpului magnetic П зе realizează 
cu ajutorul tensorului permeabilității magnetice ug o) : 


D, == sem B, = ya Нь. dk 1,2,3. (3.933) 


Ca şi până acum, după indicii ce se repetă, se sumează. 
Dacă mediul este anizotrop pentru intervalul de frecvențe consi- 
derat, este nemagnetie (adică p, ==1) şi transparent, atunci expresiile 


? 


(3.933) se simplifică căpătând forma 
D, = ear, R — poll, (3.934) 


unde toate componentele tensorului permitivităţii dielectrice se sunt 
reale, iar valorile sale principale pozitive. 
Din legea conservării energiei rezultă cá tensorul permitivitátii 
dielectrice em este simetric, adică 
Ө = ERO (3.935) 


În absenţa sarcinilor libere şi a curenților de conducţie, ecuaţiile lui 
Maxwell se scriu 


ү әр 
ур =0, (а): у х В =, (с) 
дї (3.936) 
ET E. 0B 
VAHIET 0M yxÉ-- 3 (d) 


Observăm că în aceste ecuaţii fundamentale nu apare unitatea 
imaginară i = |'—1. De aceea, chiar dacă vom utiliza expresii complexe 
pentru F și H din motive de comoditate de calcul, semnìficație tizicà reală, 
deci măsurabile experimental, vor avea părţile reale ale expresiilor obti- 
nute. (Evident, putem lucra gi numai cu părțile imaginare ale acelor ex- 
presii, dar, obișnuit, se utilizează părţile reale.) 

Asadar, pentru unda electromagnetică plană vom considera 

7 1 T 4 > ST 
E = И, exp [xilat — k > 9)]. (3.931 
П —H,exp[—i(ot — k Ph 


(T T€" пя i aceste expresii in 
unde о și k sunt mărimi reale, constante. înlocuind ac Į 


ecuatiile (3.036, e și d) obținem 
935) 


Gs 


Т аа, Bx E pH, ( 


pentru ей, după (3.934), H = рТ, iar pentru D аш folosit о expresie 
asemănătoare relaţiilor (3.937) cu Fo Ho D, vectori constanti, 
Din relaţiile (3.938) rezultă cà 
Y. D mbH = b ^H =0, 
adică vectorii X, D si JÎ sunt perpendiculari што е. Шз gà F.H =0, 
inseamnă că vestaril E gi JI sunt perpendiculari ше €^ 


(3.939) 
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Veetorul Îi este deci simul 


» 4 
- vetnendiculeo!: p vectorii E. A 1) 
E N - ETT 4 { rmite să afirmām 
ИІ tir trei vector unt сер 
e fig 3.14). Expresi 3.9.79 
NE că Das Н aunt perpen 
N, “ж vector ce аге direcți 
Ох a - - "rii undei electromag] і 
x gări 
este un vectoi perp r 
Este cunosc 
f Poynting 
Pa , fe; " 
174 N— bx H 
reprezintà energia transportată de unda га enetic n in ini te ] 
timp prin unitatea de suprafa ow În medii anizotrope, di irec A e 
S si E nu coincid. Deoa месе 5 5 - H — 0, înseamnă с: сезїї ve 
Ў : T , 
ortogonali, deci vectorul S este coplanar cu veetorii E, D şi 
vectorii S şi E formează între ei unghiul z, acelaşi unghi va fi intre vecte- 
ni E sa D. 
Fie 
E O | 
k ——n, 13] 
c 
za intr 1 


unde 7 este un vector a cărei mărime depinde de direcţia sa 
anizotrop. Pentru medii izotrope n = | Е depinzând numai 
Menţionăm că vectorul п definit prin relat tia (3.941) nu mai are o le: 
atât de simplă cu legea refracției са in cazul corpurilor izotrope. Totu: 
mărimea я o vom numi „indice de refracție”. Relaţiile (3.933) devin: 


пх Н =—сер, пх Е = ue H. 3.94- 
De asemenea, vectorul Poynting se scrie 
d 1 э-; مم‎ TIF? > Qi? 
S =—— Ип — (n ° E)E] (9.940 
Ht 
pentru că am folosit a doua ecuaţie (3.938). 
Din relaţiile (3.942) putem exprima vectorul D in functie de vei 
torul E 


А І : 2 
D = [WE (8 ER -«quE-(0-XEXd. (3.941) 


э II a ine T * < 1 « : 
P a obține expresiile (3.943) şi (3.044) am utilizat următoarele re 
РА ае; 


d, X (d, L) ld. «a.d i * xv 1 : 
а, X (d, X da) = (d, * di)d, — (d, ` Ralla; we TS Sela (3.945) 
e 


cu d, ds, 4, vectorii reali. 
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Egalium componentele D, ale vectorului D din relaţia (3,944) cu 
expresia (3,833) : 


e ET D 1 
EL №, nony Ey) TO 


O altă tormă, mai comodă, este neeustu 


(mda — Moy ч) к. == 0). (3.946) 
60 
Aici Su este simbolul Kronecker 
1, pentru i = k, 
da. =] nd t (3.947) 
0, pentru i # К. 


Relaţiile (3.946) reprezintă un sistem omogen de troi ecuații cu trei ne- 
cunoscute Ej (k =1, 2, 3). Sistemul admite soluţii diferite de zero dacă 
determinantul său este nul 

Etk 


NM; — —‏ — ب038 


£p 


- 0. (3.943) 


Deoarece componentele tensorului permitività(ii dielectirice sunt reale, 
iar tensorul este simetrie, totdeauna este posibil sà se găsească trei axe, 


reciproc perpendiculare astfel încât acest tensor să fie diagonal, adică 


Cu 0 0 
€x = Є0| 0 Ery 0 (3.949) 
0 0 E 


Constantele principale dieleoctrice vera CoCry Și Sutra SUNİ valorile prin- 


cipale ale tensorului permitivitátii dielectrice. 
în acest caz, ecuația (3.948) dovine 
n? — eqni + елуу + ємї) = [nå Eral Ery 7 tu) cb nj Eryl ers cb re) + 
3.950) 
um nj € £p + Ery) | = Gra Cry Crs 0, ( 
. А ў Merminià iu coor- 
Ecuația (3.950) ente ecuația lui Fresnel, Eo өш vafe 
^a f. P ч { 3 
donatele nz, Ny fi "m, 0 вора numită euprafaja ert dim 
/ » á + ۰ " 4 un e 
«au suprafața mormalelor suu, incă, suprafata indicilor, Vut 


prafefe se va efeetua ulterior, 
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3.9.2. Suprafaţa razelor 


În optica geometrică, direcția razelor luminoase este dată de direc- 
ţia vitezei de grup: 


Br du a OOS 0o .. 


== : Сэл, و کے ا‎ (3.951) 
= > 1 3: } 
x Ol Olt i ч 


v 


О 1-3 1 
Ol Ol, 
Pentru un mediu izotrop, direcţiile si sensul vectorilor k кі E, coincid; 
in cazul mediului anizotrop nu mai este adevărat, în general. acest lucru. 

Fie 5 un vector ce are direcţia și sensul vectorului ?,, iar modulul 
este definit prin relatia 


Tia al, (3.932) 


Acest vector se numește vectorul razei. Cum direcţia vitezei de grup coin- 
cide cu direcţia vectorului mediu în timp al fluxului de energie, inseamnă 
că vectorul 5 coincide ca direcție si sens cu vectorul Poynting (3.940). 
Să justificám coincidenta dintre direcţia vitezei de grup și direcţia 
vectorului Poynting. 
După cum se va arăta în continuare, suprafața razelor sau suprafața 


F2 


echifazică este suprafața in ale cărei puncte razele au aceeași fază. 
Suprafaţa vectorilor de undă (3.950) se poate serie sub forma im- 
plicită 
E fü, ky, Kz, 0) =0, 
De aici, 


df iof MR 
df ———dk --——do —0 (3.953) 
су жаса 
51 apoi obţinem viteza de grup 
таа ИО qu) e Offün (3.954) 
ak {до o 0} до 


pentru că am utilizat relaţia (3.941) si faptul că derivatele au fost luate 
la о constant. Dar vectorul 8f/075 este normal la suprafaţa f = 0, deci la 
suprafaţa vectorilor de undă. Prin urmare, viteza de grup este normală la 
suprafața vectorilor de undă. Deci, mai departe, vectorul rază s este normal 
la suprafaţa vectorilor de undă. Matematic, aceasta înseamnă că : 


5 ۰87 =0 (3.935) 
unde 37 este o variaţie infinitezimală oarecare a lui zi, là « dat, adică este 


vectorul deplasării infinitezimale pe suprafața vectorilor de undă. 
Pentru о dat, diferentiem relaţiile (3.942) : 


(5n x H)--(n x 8H) = —c8D, (3.956) 
(53 x E) +( x 3E) = poH, (3.951) 
Ínmultim scalar ecuaţia (3.956) eu E, iar ecuaţia (3.957) cu Н 
(ях Я) B+ x 9H) «E = —-o( 8D) - E, (3.958) 
(85 x E) ‘FH 4- (i x 3E) · И =й). Н, (3.959) 


344 


însă, după (3.933) 


О. ЌЕ КАК) E48 t4 E) EX n E.) E-.(5D) (3.960) 


Folosindu-ne de un rezultat cunoscut al algebrei vectoriale 
anume 


d, ' (d4 x (1 4) (а a üa) "T 


1 
prin intermediul relaţiilor (3.938), expresiile (3.058) gi (3.959) devin 
n AH x E) — ец, * 51D ch 8D, (3.961) 
Si -(E x Н) --cD - 8E = yell * ЗН, 
Prin scădere, obținem rezultatul final 
(E x Н) “SR = 0. (3.962) 
Comparând expresiile (3.955) şi (3.962) rezultă că vectorii s si (E x Н) 
sunt perpendiculari pe suprafața vectorilor de undă. 

Cum vectorul Poynting este perpendicular pe vectorii £ gi H, este 
natural, pe baza rezultatelor anterioare, să presupune că și vectorul я este 
normal la vectorii menţionaţi, deci 

УДК, ge =) (3.963) 


Din relaţiile (3.942), (3.952) 81 (3.963) obţinem uşor 

E = —ц0(5 x Н), H —c($ x D). (3.964) 
Relaţiile (3.942) se obţin din (3.964) si invers prin următoarele co- 

respondente 

Bus 5 E; nes; Sie —: (3.965) 
шос E 


ceea ce se poate verifica prin calcul direct. 
Folosind această corespondenţă pentru ecuaţia (3.950) obţinem 
ecuaţia ce defineşte suprafața razelor sau suprafața echifazică : 


8% Ery Criba + e E Е 03) bec [l Sry + £5); + 
(Erz т Erz) + (Erz = єг,)8; | Ti» 0. (3.966) 


Ecuația (3.966), având in general două rădăcini reale distinete, eviden- 
iiazá faptul că de-a lungul fiecărei direcții în mediul anizotrop se pot pro- 
paga două raze си vectori de undă diferiţi. | | кү 
Analizăm acum polarizarea acestor unde, Din prima relație (3.942 
obţinem 7 : D = 0, adică transversalitatea veetorului D in PAY су 
vectorul 7. Alegem un sistem de coordonate ortogonal Š, m ou аха OÑ 
coincizând eu direcţia 7i (fig. 3.75), Din relaţiile (3.942) obținem : 


(n х №) E os 1 TU CE) — пЁ |. (3.961) 


Uo 200 
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Fis. 3.75 Fig. 3.76 


Cum vectorul (7 - E)n este orientat după direcţia 7, înseamnă cá pentru 
componentele transversale ale lui D, (x = 1,2 sau 5, 7) vom avea 


2 
n^ ә є ^2 
ii = B = eon? E, (3.968) 
Uoc. 
+ ә i == D _—1Ї ^ ona - 
pentru că е? = . Dar E, = єз D; cu sg componenta tensorului 
Ent 


reciproc față de tensorul s. Prin înlocuire, rezultă mai departe sistemul 
de ecuații 


sau 


Necunoscutele acestui sistem, D, şi Ds, vor fi diferite de zero numai 
dacă determinantul sistemului este nul. Deoarece tensorul ca аге, in 
reprezentarea aleasá, numai termeni diagonali, rezultatul (3.969: evi- 
denţiază faptul că vectorii D corespunzători celor două valori ale lui » 
sunt dirijati de-a lungul axelor principale ale tensorului simetric bidi- 
mensional de ordinul doi ez. Drept urmare, acești vectori sunt perpendi- 
culari între ei. În cele două unde cu aceeași direcție a vectorului de u пай. 
vectorii inductiei electrice sunt polarizati liniar în două plane perpendicu- 
lare. 


Este cunoscut faptul că dacă Au este un tensor simetric de ordinul 
al doilea, ecuaţia 


Аааа“ = const (3.970) 


reprezintă, o euadrieá, adică o suprafaţă de ordinul al doilea. 
în acest mod putem. construi elipsoidul tensorial corespunzător 
tensorului díagonal ej! (fig. 3.76). 
oru ki DE NE. 2} e ын 
£ota d d sr rs, (3.971 
Ert Егу Erz 
Dacă seectionám acest elipsoid eu un plan ce trece prin centri 1 


sáu gi este normal pe vectorul 7, linia de intersecţie va fi in general о elipsă 
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Lunglmile axelor anle principale dau valorile lui 7, lar direetille lor = di 
| l), 
Мапа că vectorul A eate dirijat den lungul i xel 


пме eorespunzütoare da oscillatie nle vectorului 


recțiile de polarizare pentru D vor fi axele wal y. 


Эней 


utunei di^ 


vectorul 75 8e affi 


in planul yz, atunci una din direcţiile de polarizare se află tot în planul 
үт, lar cealaltă este perpendiculară pe aceast pln. 

Fologsind corespondentele (3,000) în (3.000) putem obține proprie 
«е legate de polarizarea a două unde eu neeengi direcție a veetorului 


гале 5 


Blipsoidul tensorial este acum ; 


! : T ; 3S 2 
Cid l rat” tr Eryl | 


to 


in eoneluzie, undele plane ce se propagă într-un mediu anizotrop 
sunt polarizate liniar, pe când aceleasi unde propagándu-ae într-un mediu 
izotrop sunt, in general, polarizate eliptie și numai în cazuri particulare 


polarizarea eliptică ве reduce la o polarizare liniară. 


3.9.3. Propagarea luminii în cristale uniaxe 


Proprietățile optice ale cristalelor depind de proprietățile de sime 
trie ale tensorului dielectric га. Acest lucru este evidențiat în tabelul 


de mai Jos. 


Tipul de | Sistemul 
simetrie cristalin 


F 
| 
| 
Izotrop | Cubic Eik 
t 
| Homboedrie 
Uníax | Tetragonal HT: 
Hexagonal 


| Triclinic 


| Biax | Monoclinic Cip Я 


| Мотуо 


€or 


“o | 


'Tensorul dielectric 


оа EE 
0. 1..0 
0570 | 

) ) 

Im \ 1 
Ü- wx. з. 
о 0 € 
ЫТ о 0 
о Ery 0 
0 0 t; 


Observăm că pentru sistemul cubic toate cele t 


ale tensorului dielectric coincid, iar direcţiile axelor pr 
literă de at 


trare. De aceea, proprietăţile lor optice nu < 
izotrope. 


^ 


rei valori principale 


ineipale sunt arbi- 
alea ale mediilor 
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Pentru cristalele uniaxe, una din axele principale ale tensorului 
єк Coincide cu аха de simetrie a cristalului, Această axă este numită, 
axă optică, iar valoarea principală corespunzătoare a lui em este e,z,. 
Axa optică este aleasă drept axa 2. Direcţiile celorlalte două axe princi- 
pale, în planul perpendicular pe axa optică, sunt arbitrare ; valorile prin- 
cipale corespunzătoare ale tensorului dielectric coincid, fiind egale cu 
£o. 


In ecuaţia lui Fresnel (3.950) vom considera deci e; 


; Ery £ 
ȘI fn IT 
(n? — e,)[(nz + nyer ke, — enei] == 0. (3.974) 
Obtinem de aici două ecuaţii 
n? — gy = 0, (3.975) 
(nz t nyer Me) — єє = 0. (3.976) 


Aşadar, suprafaţa vectorului de undă se descompune іп două su- 
prafete separate: o sferă, reprezentată prin ecuaţia (3.975) si un elipsoid 
reprezentat prin ecuaţia (3.976) care se mai poate scrie sub forma : 


2 2 2 

N, Hn ni E 

2А, y | — Ji. (3.917) 
Eir €L 


Figura 3.71 redă o secțiune transversală prin aceste suprafețe. 
Dacă п, + n, = 0, ecuaţiile (3.975) si (3.976) au soluțiile comune 
fon M LM 5 : В A 
n, = Je, , ceea ce înseamnă că elipsoidul si sfera sunt tangente in aceste 
puncte. Direcţiei axei optice îi corespunde o singură valoare a vectorului 
de undă. 

Fie acum n, = ny = 0. Ecuațiile (3.975) si (3:976) devin ni = =, 
pentru sferă și n} = e, pentru elipsoid. Dacă e, > =, atunci elipsoidu 
se găsește in interiorul sferei (fig. 3.77 a); dimpotrivă, dacă s, < = 
atunci sfera se găsește în interiorul elipsodului (fig. 3.77 b). Când s, > s, 
spunem că, cristalul uniax este negativ; dacă e, < єп cristalul uniax 
este pozitie. : 

Prin intermediul corespondentelor (3.965), pentru suprafața razelor 
obținem din (3.975) și (3.977) 


2 d 2 Q7) 
а = 0 (3.918) 
EL 


(82 + se, -- 9161 == 1. (3.979) 


Ecuația (3,978) defineşte o sferă, iar (3.979), un elipsoid, Сапа з, 
= 8у == 0, soluţia comună este 4, = + ў ==, În aceste puncte de ое аха 
Є 


optică a cristalului cele două suprafețe sunt tangente. Alegem acum 


3 l5 RU a 1 
s, = 8у == 0, Rezultă pentru Bfer 82 = ——,iar pentru elipsoid, s% = 77 · 
E1 Su 
Dacă cristalul este pozitiv, e, > e, Și deci 85 (steră) >? (elipsoid). Aceast 
înseamnă că sfera este exterioară elipsodului. Evident, pentru eristalu 
negativ, sfera este interioară elipsodiului. 
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m 


Fig. 3,77 


Constatăm că in cristalul uninx se propagă două tipuri de unde: 
unda ordinară gi unda extraordinară. Pentru unda ordinară cristalul uniax 
se comportă ей un corp izotrop cu indicele de refracție no = Ve, ; supra- 
fața vectorului de undă са si suprafața razelor este o sferă. Modvlul vee- 

: [1%] А . P " 5 ч 
torului de undă este n, în conformitate cu relaţia (3.941) si este inde- 

e 
pendent de direcţia sa. De asemenea, direcţiile vectorilor s si п coincid. 

În cazul undei extraordinare modulul vectorului de undă depinde 
de unghiul 0 dintre direcţia sa si axa optică (fig. 3.78). Conform figurii 
menţionate : 


н,» n, sin Û cosg, Me = Ne SiN O sing, е. = Me COS 0 (3.980 
și relaţia (3.977 devine 
in? ^02 0 
O E ы, (3.981) 


£j £1 n; 

unde n, reprezintă „indicele de refracție” al cristalului uniax pentru rază 
extraordinară, Se înţelege că suprafaţa vectorului de undă, precum ¥ 
suprafața razelor sunt suprafețe elipsoidale. 

Pentru razele extraordina- Ы 
re vectorii 3 gi » nu au aceeas i 
direcţie, dar ве află în acelaşi 
plan ce conţine și аха optică: 
Acest plan se numeşte planu | 
secțiun ii principale, Să admitem FS 
că acest plan este tocmai planul Ж. 
у. În acest caz, dacă 0, este KT. У, 
unghiul dintre vectorul 7i $i аха * 
optică, iar 9, unghiul dintre 
vectorul 3 și aceeagi axă, vom Fig. 3.78 
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ауса 


ip e ze he | UP w 


== (3.982 
dn: n, ds, в : 


Apa xS "nl ic * mm ^ Fi P AÀ A ? 
Derivànd relaţia, (3.977) inraport eu n, iar (3.979) in raport cu 57, obținem 
Ne V, dh, ds, 

a prea a ( și ot F Bacu —— 0. (3.983) 


4 ў i 2 
m є dn, ds, 


Y 1 P^ ж Ti . м . . р ? 
Folosind aici rezultatele (3.982) se obţine legătura dintre unghiurile 0, si 0, 
€ 

tg 0, = — tg0,. (3.984) 


Observăm de aici că direcțiile vectorilor 5 şi 7 coincid numai dacă undele 
se propagă de-a lungul axei optice sau perpendicular pe aceasta. 

S-a arătat că vectorii D, Û, sS si 7 sunt coplanari. În unda, extraor- 
dinară vectorii 5 şi 7 au direcţii diferite, dar se айё în planul secțiunii 
principale. Drept urmare, pentru raza extraordinară vectorii D şi Ё sunt 
în planul secţiunii principale. Apoi, pentru 7 dat, vectorii D ce cores- 
pund razelor ordinară si extraordinară sunt perpendiculari. De asemenea, 
pentru 5 fixat, vectorii E ai razelor ordinară si extraordinară sunt per- 
pendiculari. În concluzie, pentru raza ordinară, vectorii E si D sunt si- 
tuaţi într-un plan perpendicular pe planul secțiunii principale. 

Legile reflexiei şi refracției se obțin din condiţia de continuitate 
a componentei tangentiale a vectorului 7 la planul de separație al me- 
diului de cristalul uniax. Dar în cristal apar două unde: raza ordinară 
si raza extraordinară. Fenomenul se numește birefringență sau dublă 
refracție. Vectorul de undă al razelor reflectate și al celor refraciate se 
află în planul de incidență. Direcţia de propagare a razelor este deter- 
minată de vectorul rază з si nu de vectorul de undă 7. În general, acest 
vector nu se află în planul de incidenţă. 

Tabelul redă câteva valori ale indicelui de refracție. 

Unda refractată ordinară este cu totul analogă undelor retractate 
în corpurile izotrope. Pentru razele reiractate extraordinare vectorul 
7, în general, nu se află în planul de incidenţă. 


1 
| Tipul de simetrie Cristalul Indice de refracție | 
| NaCl 1,544 | 
| Izotrop Diamant 2,417 | 
GaAs 3,40 | 
| hs ww ne _ | 
| Gheaţă, H,O "| 1,809 1,300 | 
| Uniax Сџаг{, 510, 1,544 1,553 | 
| (pozitiv) ZnS 2,354 2,358 | 
NaNO, 1,587 1,366 | 
Uniax Calcit, CaCO, 1,658 1,486 | 
(negativ) 'Turmalină 1,688 1,618 | 
Safir, Al Os 1,768 1,760 | 
Уз ы A RE e eee Le ——————————— — 
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3.9.4. Medii girotrope 


DEVIS nno Û A m , 
inna e. CH care se bucură de uimătoarea proprietate : dacă lu- 
SY d 1а 99 arizată se propagă într-un astfel de mediu, numit optie 
actio, atunci p anul său de polarizare ко roteşte în jurul direcţiei de pro 
Qo у Y 4 Ху ҳ ; Pda (€. 4 
н Fenomenul a căpătat denumirea de activitate optică, Asa se în 
deni % Spre exemplu, în cazul euar(ului sau al soluţiei de zahăr, Ten 
Ч à aAlpotmce › ini ' à 4 4 
soru dielectric ve descrie о аве] de rotaţie a planului de polarizare пи 
mai este simetrie. În absenţa absorbției, acest tensor este hermitie, adică : 
Eik iT. (3.985) 
În cazul undelor plane ce se propagă in astfel de medii, legătura 
dintre vectorii D si Æ este 
D = ea + ied x E), (3.986) 
unde sa este tensorul dielectric în absenţa activităţii optice, iar G este 
un vector paralel cu direcţia de propagare, numit vector girafie. Este 
adimensional, fiind de ordinul de mărime 107, după cum se observă din 
tabelul de mai jos (p. 355). Dependenţa (3.986) este caracteristică mediilor 
girotrope. 
Este cunoscut faptul că orice tensor antisimetrie de ordin doi este 
echivalent (dual) cu un vector axial. Un astfel de veetor axial este vec- 
torul G x E. În consecinţă: 


— 


ах E = [G]E (3.981) 
unde [G] este un tensor antisimetrice având componentele 
[653 = — [E] = — б, 
[G] = —[@| = —Gy; (3.985) 
(Ga = — [@] = —6G;. 


Aceasta se poate verifica imediat scriind ecuaţia (3.987) sub forma 


G,E, — G,E, 0  —G, G, \/ Bz 
OD, = 8.0, | = (т, 0 —@„ | Е, |. (3.989) 
GB, — G,E, ga de TO B, 
Reuaţia (3.986) ве poate serie in modul următor : 
D = (e, + Tel GD). (3.990) 
Pentru comoditate se introduce un nou tensor dielectric hermitie 


€ £a = eo (GJ: (3.991) 
m ei o undă plană, monocromatică, se propagă de-n» 


Să presupune | 
: mediu girotrop, 


lungul axei г, într-un 


Fa, t) = Hale) expl (е! = Аа), (3.992) 

Aici, " 
DER. şi alan t (3.993) 

e € 


» n indicele de refractie al mediului în absența activității optice sau ro 
dacă mediul este birefringent 94 UMAX. 
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Dorim să evidentiem faptul că pentru o undă liniar polatiésti 


A а лух 1 è 
pN ато & = (E, By, 0), mediul optic activ roteste planul de polari 
"re pe măsură ce unda se propagă în acel mediu. Vom folosi pentru 
aceasta ccuația undelor : 


VE eu - 0 (3.904) 


in ipoteza că e este dofinit prin relaţia (3.991), inr и = po. Thloeuind 
expresia (3,992) rezultă 


Ча dă + (euo? — КЗ), = 0. (3.092) 


Folosind in continuare rezultatele (3.987), (3.993) precum gi faptul că 


1 : 
Soto = — obţinem 
БЫЛ „dB arf i3 Nd Sen dis 
—°- -F2ik——- + il ج‎ | (G x) = 0. (3.996) 
dz” dz e 
Neglijànd derivata de ordin doi rezultă ecuaţia 
dE Ta я А 
E ах Е) = (3.991) 
dz nA 


Pe componente, prin intermediul relaţiei (3.989), ecuația de mai 
sus se serie 


SI lee аыл т» Ку = 0, (3.998) 
dz NA 

dE de AG, E. e. (3.999) 
dz nÀ 


Îrımultind ecuația (3.998) cu Boz, iar (3.999) cu Eoy si adunându-le ob 
ținem 
d 72 12, p2 3 ә n 
— (Es, + Bo) = 0 Sau К + Bă, = const, (3.1004 
dz 


unde constanta este independenţă de variabila s. Din ecuaţiile (3.998) 
și (3.999) prin derivare rezultă 


27! Y а 
d? Eo; к) Мы = 0, (3.10007) 
92° nA 
a7 3 
d* Foy че тб, Жу = 0. (3.1001) 
2% NA 
Notând cu 
ri (3.1002) 
nA 
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ecuaţiile (3,1000) gi (3.1001) admit хое generale 


EQ) = О, exp(i 6#) + Ca ехр(—1р4), (3.1003) 


Ez) Ca ex pti e£) | 0, ex pt | Ё#), (5.1004 ) 


eu C, Co Ca C, consti 'onditia, (: í 
u Ca Ca Ca constante, Condiţia (3.1000 e itoarele relati 
etta În sii ШАМ yia | ) impune următoarele relaţii 


Y Faj б 
( 3 і 1) C, iC,, 0,0, const, (3.1005) 
Soluţia (3.992) devine 


(8, t) С, ехр{- ilot- - (1 p)z]} E C, exp! i [ot - H% TAR (3.1006) 


E,(2, t) = iC, exp(—i[ot — (k+ plz] —i0z exp( —i[ot— (Ik — pz], . (3.1007) 


Este evident că relaţiile (3.1006) si (3.1007) reprezintă, fiecare, suma a 
două unde progresive, plane, ce se propagă de-a lungul direcţiei z având 
vectorii de undă | 


К, = k -- e 8i Ic, == k р. 


Seriem acum părţile reale ale acestor expresii 
(3.1009) 


Re E,(z,1) = О, cos (ot — Iz) + Ca cos (ot — kaz), 
e Blz, t) = O, sin (ot — ke) — Casin (ot — Kaz). (3.1010) 
Se înţelege că am presupus constantele €, si C, mărimi reale. In conti- 
nuare, pentru simplitatea exprimării, nu vom mai mentiona cá ne refe- 
rim la partea reală a vectorului; 4, deci 

Ez, t) = Oycos(ot — Kg) + Cz cos(ot — kaz) == EQ + Е, (3.1011) 


Ez, 1) = C, sin(ot — г) — Ca sin(ot — kaz) = E? + ЕЧ) (3.1012) 


unde 
МО! = Qeon (otim: Tz), E? = Ca cos (ob — ha?) | 
(3.1013) 


ЖЭ = Csin (ot — kg), Бу) = —Cs sin (ot — uz). ) 


Deoarece 
[BEY] + [I p ‚ 01 pi [EP]? A [BO C, (31014) 
undele Е pi KO sunt polarizate circular, Alegánd, pentru simplitate, 

momentul t = 0 gi 2 = 0, obţinem 

4(0) = O, BPO) = 0, (00) = 0, AOO) = С (3.1015) 
5i 
1040) 1 (a, IU (0) Р 0, Hao) 0, A40) C405 (3.1016) 
După euim eviden- 
stânga (antiorar 
sau deatrogir), 


cu timpul, 
atá circular 


unde punctul semnifică derivata in таро 
dreapta (orar 


iar și figura 3.79 (a), unda (^ este polaris 
sau levogir), iar unda 4) este polarizată eireular 
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(1) 
|5 


Fig. 3.79 


Observăm din expresiile (3.1011) si (3.1012) că unda luminoasă este 
polarizată circular pentru că 


Е + Е = С + 63, (3.1017) 
Să alegem acum О; = C. În acest caz, aceleași relaţii se роб scrie 
B„(2, t) = О, cos ре cos (t — Ка), (3.1018) 
E,(z, t) = — C, sin pe cos (ot — kz), (3.1019) 
Dacă unda luminoasă este polarizată circular, conform figurii 3.50, 
Е.(2, t) — E cos X cos(at — Кг), (3.1020) 
E,(2,1) = E sin X cos(ot — Кг). (3.1021) 


Deci, aceste ultime grupe de ecuaţii; ne conduc la rezultatul 
tg = —tg pg sau X = —p2, (3.1022) 


adică rotirea planului de polarizare a luminii eite o funcţie de =, deci de 
distanţa parcursă de lumină în mediul optic activ. Apoi, X/ = —р este 
puterea rotatorie specifică. și reprezintă unghiul de rotaţie corespunzător 


Vig. 3:80 
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ТШШ ШТ ИШЕ pe unitatea de lungime. f 


пеші Ре. vita 


i 


1 T NETT Www 
inar. diii 
^nbttanta (uni) 
t } f 19 

IIS 0,5 | û 

Hgt 0.5803 › i А 

Agia, | 0,5 2.686 ot Û 

Гео, 0,5 i 185 


\atfel în teoria. cinetică dată de Fresnel, o undă al cărei plan d« 


rizare ке poate roti este considerată es formată prin soprapuneres a dou 
unde polarizate circular: o undă dextrogirá si alta levogiră eze} 
de tază ale acestor unde vor fi l 
6 U) „› 6 
ta , am 3.1025 
ka = р kı K 
iar indicii de refracție corespunzători 
( e e í ? 
na (K 9), n (4 2) (3.1024 
Ua 6) li tò 
De aici, 
6 а " 
p (n, na). (5.10225 
26 


Dacă 7) > Na atunci; е > 0, iar < RIF adică planul de polarizare € 
roteste spre dreapta, substanța. este dextrogirá. Pentru y > 0 | 
este levogir. 

Efectul Faraday este o proprietate a substanțelor transparente 
produce o rotire a planului de polarizare cu distanţa dacă materialul « 
plasat într-un câmp magnetic, iar lumina ве propagă de-a lungul direetie 
câmpului. Mai exact, rotația planului de polarizare este proportionaká e 
componenta câmpului magnetic de-a lungul direcției de propagare а 
minii. Vectorul giratie G este proportional cu câmpul exterior 


СҮН 3.1026 
| 


unde ү este coeficientul magnetic de giralie. Din relaţiile (3.1026) si (3.1002) 
obținem : 
o= ЗҮ В = ИВ (3.1027) 
v > 
nA 
cu V, constanta Verdet. Valori ale acestei constante și ale coelicientului 
magnetic de girafie găsim în tabelul următor. 


| | х ЫШ 
) | | адла 4i) (6 
Substanţa | п V (grad [п 
{ 
" > 7 | $ 
р t y-$ 9.51. 10^* 
333 2181073 | 

Ара | Lus | 3,0 107$ | 1,6 10 v 

Diamant | Ton | 2:08.10 ? 1 .10 и 
| sticlă crown | Dis | R3 107° | dede 
| sticlă flint | 1,8 | | 
{ 


i 


Proprietăţile optice ale unui corp izotrop cu activitate eter 
seamănă cu proprietățile câştigate de un corp neactiv în ишу T іе: 
el posedă о biretringenţă circulară, iar la propagaren unei unde liniar po- 
larizate se mE rotația planului ei de polarizare. 


SA Ж ^ | ГК. HE M de f 
La cele două modificări stereoizomere ale substanței FE ul le ro 

і 'e01Z Ti xtrog si levogiri. 
tație este opus. De aeeea, avem stereolzomeri de xtrogiri 31 gi а 
Spre deosebire Че rotația planului de polarizare іп câmp magneti 


în substantele natural-active mărimea si sensul rotației nu depind de 
direcția de propagare a razei de lumină, De aceea, dacă гага de lumină, 
liniar polarizată, trece de două ori dus gi intors același drum intr-un me Я 
diu natural-aetiv, atunci la sfârsit ea va fi polarizată in planul inițial. 
Menţionăm că activitatea naturală este exclusit de prezenta centrulni de 
simetrie, însă en este posibilă in cazul existenţei unui plan de simetrie san 
a unei axe de rotaţie cu oglindire. 


3.9.5. Matricele Jones 


Unele sisteme optice birefringente constau dintr-o succesiune de 
polarizori şi lame cristaline. Asa este cazul modulatorilor electro-optici 
şi al filtrelor Lyot sau Sole. 

Algebra matricelor Jones foloseşte o metodă bazată pe matrice 
2 x 2 pentru а calcula intensitatea fasciculului transmis printr-un astfel 
de sistem optic. Vectorul câmp electric al undei electromagnetice, sau 
vectorul luminos (sau starea de polarizare) este reprezentat prin inter- 
mediul unei matrice coloană cu două elemente, iar fiecare polarizor sau 
lamă cristalină sunt descrise cu o matrice 2 x 2. Sistemul întreg este 
reprezentat printr-o matrice 2 x 2 obţinută prin înmulţirea tuturor 
matricelor din secvenţa respectivă de polarizori şi lame cristaline. Lumina 
transmisă este descrisă prin înmulțirea vectorului de intrare cu această 
matrice. 

: Vom admite cá toate suprafetele lamelor cristaline si a polarizo- 
rilor sunt antireflectante ; lumina este deci transmisă total. Fie z direcția 
de propagare a luminii, (fig. 3.81), normală la suprafaţa elementelor sis- 
temului. Unghiul azimutal ф este definit ca unghiul dintre direcția axei 
optice si axa хт (fig. 3.82). 


/ 


Vig. 3.81 


/ 
Fig. 8.89 Axa optică 
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E NN propagaàndu-se de-a lungul direcţiei z și fiind tran: vereală, 
vectorul luminos are componentele Kesi Ey, putând fi reprezentat astfel : 


з 
E | a) (3.1023) 
y 


Este evident că axele а gi y nu coincid in general cu axele principale ale 
cristalului, Dacă Т, gi T, sunt versorii axelor т gi y, iar € si o versorii di- 
rectilor razelor extraordinare gi ordinare, atunci amplitudinile razelor 
ordinare E, si extraordinare Û, se obțin prin simple proiecţii geometrice 


E, =E 0 + Ej, 0, E, = Eft, ë +B,’ e. (31029) 
= ++ م . جت‎ . . . T D - 
Cum versorii é si o sunt perpendiculari, din figura 3.81 rezultă 
$.:0 = сов (90° + ф) = —sin Yj: Ta 0 =cosy; 
xu сус AM у (3.1030) 
e =cosvV; Ta. € = cos (90° + ф)— sin Ф. 


Relaţiile (3.1029) se pot serie sub forma 


E. $176  V.e€Y[E, 
ЫК ad ы 3l dd (3.1031) 
E, 11:0 i 2-0 5.) 


sau, utilizând (3.1030), 


Q 


[3 -( соё sin $ (2) (3.1032) 
E, —sin р cos V/lE, 
Matricea rotatie R(Y) este 
cos d sin d 
R(Y) =( о Mi (3.1033) 
sin j + cosu 


Deoarece razele extraordinară şi ordinară au viteze de fază diferite în- 
seamni că şi vectorii lor де undă sunt diferiți : k, pentru raza extraordi- 
nará si k, pentru raza ordinară. Dacă 1 este distanţa parcursă în sistemul 
birefringent, atunci există un defazaj între raza ordinară (extraordinară) 
emergentă si raza ordinară (extraordinară) incidentă : 


E; = E, exp(—îkd), Е, = E, exp( —ill) (3.1034) 
sau Р j 3 

E. | Ж Бин 0 i3) (8.1035) 

E, 0 exp( —ik4D)/ VE, 


Diferenta de fazá, la ieşirea din sistem, dintre razele extraordinară 


şi ordinară este 


E del D 
Г == (7. == Il = س‎ (п, — No) (S: 036) 
۸ 
2n T 2n ni 1 RS M х мод td 
deoarece ke == ne iar К == о À fiind lungimea de undă a ra- 
ț \ 


diatiei în vid. Menţionăm că măsoară schimbarea relativă a алей, nu 
schimbarea abrolută. Fie Ф, valoarea medie a schimbării absolute > fazei, 
b 4 P 


adică : aa 
ф = Xm A Ry) M. (3.1031) 

2 A 
Observând ¢ ; i h 
Фф ++ 2 [у= ul ȘI Фф — о Da kl, (3.1033) 
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relatis (3.1035) devino 


К, VAD up) wl i : | А ү Д (3.1039 
\ ә " э. „34 
EL ! | 2) exp | | | "m : 


Cu notatio 


/ i М () í 
Wo к= exp( so [o 9 ) esp I ) | (3.1040) 


ecuatia (3.1039) so ponte serie sub forma 


[5 Wo (yi) (3.1041) 
Ji, 0, 


Este uşor de văzut; că rezolvând sistemul (3.1029) in raport cu E; $i E, 


se obţine 
E, Ie 
2) =R | 0 (3.1042) 
(27) y E, 


Drept urmare, la ieşirea din sistemul optic, componentele W, FE, vor 
fi legate de E; si E, printr-o relaţie de tipul (3.1042) : 


0 


E: AU. №, 
Браг (4 ( ) AA ( ) (3.1043) 
[td 0: Muti, 


Aici am. folosit legătura (3.1041). Inlocuind şi rezultatele (3.1032) si 
(3.1033) obţinem legătura dintre componentele incidente şi cele emergente 
ale vectorului luminos 


| n) = R(— утвр). (3.1044) 
E, E, 


Matricea W definită prin relaţia (3.1040) se numeşte matrice Jones pen- 
tru retardarea plană. 
Matricea Jones pentru unda plană 


W = В Ч) (Фф) (3.1045) 
este o matrice unitară pentru că 
ҮТҮ жа, (3.1046) 


unde simbolul (+) indică oporuaţiu de conjugare hormitică (se schimbă 
liniile cu coloanele si ne realizenzi обода: conjugurea complexă). 
Prin definiţie, o lamă undă dutistuce сола 


(n, == n,) e ^ SDU P ar, (3.1047) 
Fie acum o radiaţie liniar polurizuti, Dacă n, #0 sau n, == 0, din (3.1037) 
1 
si ^ 5 i 5 ) * E. " MU } t \ { у 
51 (3.1030) obţinem d | 5 P. Pentru lama undă 
фо 4m. (3.1048) 
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În aceste condiţii matricea Jones (3.1045) devine : 


W ( VĂ aet (3.1049) 
0 1 


Legătura (3.1044) o putem exprima prin intermediul matricei Jones 


^ 1 
p) W PI (3,1050) 
E In, 

Cum pentru o lamă undă W =1 putem afirma că trecerea luminii 
polarizate liniar printr-o lamă undă este descrisă matematic printr-o 
transformare unitară. Precizăm că legătura ortogonală dintre vectorii 
Jones, precum si mărimea acestor vectori sunt invariante în raport cu 
transtormările unitare. Astfel, dacă stările de polarizare a două fascicule 
sunt reciproc ortogonale, atunci după străbaterea unci lame undă ele 
rămân ortogonale. 

Considerăm un polarizor cu axa т, axă de transmisie. Din figura 
3.82 rezultă v = 0, iar din (3.1033), R(0) = R(—0) =1. Pe de altă parte, 
matricea Jones pentru acest polarizor este 


I 


К w 3 
Po —exp( —i$) | (3.1051) 
0 0 
unde Ф este faza absolută acumulată de fasciculul luminos datorită dru- 
mului optic străbătut prin polarizor. 
Matricea Jones a polarizorului rotit cu unghiul Û în jurul direcţiei 
z este, prin analogie cu . (3.1045) : 


P = R(—Y)PoR(Y). (3.1052) 


Dacă neglijăm faza absolută ү, matricele Jones corespunzătoare 
polarizorilor ce transmit lumina cu vectorul câmp electric paralel la axele 
с gi у vor fi, respectiv, 


| 0 
р, -( | ыр J (3.1053) 


Asadar, pentru o secvenţă de polarizori si lame cristaline, modul de 
utilizare a matricelor Jones implică următoarele etape : (a) seriem vec- 
torul câmp electrice pentru fasciculul incident ; (b) seriem matricele Jones 
pentru fiecare element al Recventel ; (6) vectorul câmp electric pentru fas- 
ciculul emergent ве obține prin înmulţirea matricelor ce descriu secvența 


respectivă, Să exemplificăm pentru lama sfert de undă, 


3.9.8. Lama sfert de undă 


Lama stert de undă este о lamă birefringentà de grosime l ce in- 

ооа 0 diferenţă de drum optic între raza extraordinară si raza ordi- 
narî egală cu 2/4 

A : ^ т ; ü 

(ne = Mob m 8i decl Dome (3.1054) 

' ] 


4 “ 


Wemareüm faptul că factorul de fază exp(—ib) 
dacă efectele de interferență nu sunt importante sau nu 
ln acest context, după (3.1040) 


А 1 Е = 1 02 (3.1055 
„тч уд " | 


Să presupunem, conform figurii 3,83, că unghiul azimutal este 


Matricea rotație (3.1033) devine 
1 Ии] 3 | (X. i] ey t 
R(45) = s , R(—45) = | i 2,1 995 
yov png y2 M 1 / 
iar matricea Jones (3.1045) pentru lama sfert de undă este 
x 1 ] -—i 43 mer 
y =z í ЖАК (3.105; 
|2411 1) 


Înlocuind acest rezultat in (3.1050) obținem următoarele expresii pentru 
componentele câmpului electric ale fasciculului emergent : 
' E, == LE, T —iE; ni: E, 21035 
gr to——— па. cops es Z : (3.105 
y2 ; y2 
Dacă faaciculul initial este liniar polarizat după direcţia y, atunci 
p —0 și 


=» 4 [5 2 ا‎ 
| 2Е„ = —18,, ү 2 Е, = E,. 
Fasciculul emergent este polarizat circular dreaptă (fig. 3.83 а) pe 
că, în reprezentarea complexă, ЮЕ; =i. Într-adevăr, fie Е, = 


х 
$ 
| 
45? 
» 


Axé 
optico 


Fig. 3.83 
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die dl enî A23) unda plena ee se propagă dä lungul direcției 
US LU d T " ча ER " 
ORARTO ks est presupusă o mărime wali. atunci 


| 2k, j2 Rec \ Rei TA) pini eol TAN | 
5 LURU)? 
| M > ` 
К, | о? 2] k. CUN с 2 | 
| з evident CĂ dE. \ i 2K) Кї, repn intă un cete, deci ` vei 
culni emergent este polarisat circular, Admi(ànd că f =- 0 м 2 0, atunci 
үзкдо) =0, | FSBO) = By, 
, АК, 2 x dE} (3.1061) 
| - ©з an V2 0 
dî ^ at | 


ceea ee evidențiază faptul că cercul este deseris în sens orar dacă privim 
planul zy în sensul propagării luminii, adică in sensul vectorului de 
undă X. Aşadar, lumina este polarizată circular dreapta. 

Dimpotrivă, când fasciculul incident este polarizat liniar după 
direcția а, atunci №, 0 si relaţiile (3.1053) ne dau : 


ҮЗЕ; = EQ ҮЗЕ, іК,. (3.1062) 
De aici, E, EK; = —i, adică lumina este polarizată circular stânga. 


Reamintim : polarizarea circulară dreapta corespunde situației in 
care traiectoria circulară a extremității vectorului luminos Ё este par 
cursă în sens antiorar privită de un observator spre care se propagă 
lumina. 

Vectorii Jones pentru lumina polarizată circular dreapta si 5 
sunt deofiniţi în modul următor 


„ 1-84. T S M f iU 
R === ‚ b= 1 (3.1063) 
ү2 \ 1) mU 


Matricea Jones (3.1057) pentru lama sfert de undă o putem serie formal 
ca o matrice cu o singură linie 


W =È —iR). (3.1064) 
Acum, relaţiile (3.1058) devin: 
7 K UEM an EN Ts KESA 
"1 == (1, = | `) sau E = LE, — іКК,. (3.1065) 
E, E, 
Dacă E, =0, atunci Ё’ = —iRE,, ceea ce înseamnă că lumina este 


polarizată dreapta (fig. 3.83 a). Dimpotrivă, ducă К, =0, obţinem 
E =I, En adică radiația este polarizată circular stânga (lig. 3.53 b) 
EE fo ! 


în conformitate cu rezultatele anterioare, 


3.9.7. Transmitanţă sistemelor birefringente 


{ ы ca contin secvenţe de polarizori şi lamele bire 

етее optice ce conţin 8eevt igori § i 

; În sistemea Я nu numai stares de polarizare ei şi intensitatea fas- 
fringente миа emergent. Raportul dintre intensitatea fasciculului 
cioniului, MoA itato & fasciculului incident se numeşte transmitanjä 
emergent 8 ^ Aic 

a is comului optie birefringent. 
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Veetorii Jones ne pot da informaţii atât asupra stării de polarizare 
a fasciculului luminos, cât şi asupra intensității luminii. 
Vom serie vectorul luminos sub forma : 


E iota | (3.1066 
7. y 


Prin definiţie, intensitatea luminii este 
(A i Р 
Г= БЕ (2А ADI * As 1А, 1, (3.1067 
Ay 
unde simbolul ( +) indică operaţia de conjugare hermeticá, ia 
rația de conjugare complexă. 
Dacă pentru fasciculul emergent câmpul electric este 


atunci intensitatea acestui fascicul este 


Т =(P NA FETA (3.1069 
În final, transmitanta sistemului optic birefringent se serie 
QE E NES ы E (3.1070 


I APP +14, 
Mentionám cá expresiile pentru E si E' nu iau in consideretie si 
denta de timp. 
Considerăm un sistem optic birefringent alcătuit dintr-un polari- 
zor, o lamelá birefringent si un analizor. Lamela birefringentá 
sime d introduce o diferenţă de fază 


| 
Г —— (n, — үй, (3.3011) 
A 


iar axa sa optică face unghiul Û cu axa z (fig. 3.84). Axa de transmisie а 
polarizorului coincide cu direcţia =, iar a analizorului face unghiul х cu 


Analizor 


izor 
Panso Fig. 3.84 
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i ii ee 


мач «со as Ni Utlereseazü Intensitaten f 


CA humi dn identi ento nepolarizatü 


N | i ne ul | [| on O ( It { [ 
| Vii \ d« Un è valer ] 
, | ШП Ї И | j i i | ) 7 


| () 
P, - 
i . 25.1042) 
0 0 09.1072) 


пас emergent 


Matricea Joner pentru 
(3.1045) 


008 — - i sin (nin? eon? d) 2i gi 3 
2i sin — ain d cos № COR 


În sfüvelt, pentru analizor, care este de fapt un polarizor situat la 
extremitatea pe unde iege Tanciculul de lumină, uvànd rolul de a analiz: 
starea de polarizare n acestuia, matricea Jones este descrisă prin relati: 
(3.1052), unde vom nota in loe de unghiul y, unghiul a: 


(3.1074 


Hs - R(= a) PR) 5 | 


CoB? х SIN « cos 3 


RIN « СОБ к sin? g 


Veetorul Jones ee reprezintă vectorul câmp electric al fasciculului 
transmis este 


Е’ = Р. Pol (3.1075) 


(4) ii Pa Pal б (3.1076) 
А, А, 


înlocuind expresiile (3.1072) rui (3.1074) obtinem forma concretă 


кап 


Lj 


H ^ D 1 “уйа! 3 
A; = Ke ji Bin zn соз 0 |× 


Г ТОС И Q^ 
oj gin sin сов ф Sina CORA’ Aa 
x сов? — 21 sin б (сов ф 
(3.1077) 


Е 


i A 
А; == |[ 5 


x віп « COB « —2 


X 


: S 
. -i sin т (sinê — cos") 


da su 
i sin T sin y cos Ņ sin? М» 
2 


\ st ۹ Фа ` x $ i 
"e Considerăm cazul în саго axolo de transmisie mlo polarizorului si 
Y x np STEM (Y ү, о f е 3 7 Ы 
ana iorului coincid, adică a = 0°, această situatio, din (3.1077), ob 
timen i 


à In com res 
A, : [ss 4-і sin = (sin*iy — cos24) I 


(3.1078) 


Relaţia obţinută se poate simplifica si mai mult alegând pentru 
unghiul Û valoarea de 45° 


iii o 
A; = cos 3 As, 
(3.1079) 
А, =0 
După definiția (3.1067), intensitatea fasciculului emergent va fi 


т 2 


І = |А + |A/|2 = соз? 214: : (3.1080) 


'TTransmitanta este, evident, 


I' А „|? EF 
И рана == L z| COS E (3.1081) 
ТАЕП EAN: 2 
Cum fasciculul incident este nepolarizat înseamnă că 
A, =Å, şi deci I —2|A,]|*. (3.1082) 
Relaţiile (3.1080) si (3.1081) devin 
I'— Her cos? ДЕ ŞI gu ATE 5 (3.1083) 
2 3 Qe wa 


Figura 3.85 redă calitativ dependenţa transmitantei de mărimea 

[/2, Deoarece retardarea fazei Г depinde de lungimea do undă, un astfel 

de mediu stratificat poate fi folosit ca un filtru spectral. Într-adevăr, dacă, 
3 


r ENS À DUET ADEE 
spre exemplu, 3 кыз adică (n, —n,)d == FE atunci transmitan(a este 
= _ 


egală cu zero. Precizăm că semilărgimea benzii de trecere mom un 
astfel de filtru este determinată de grosimea oolei moi mari lamele, în timp 


Fig, 8.86 


364 


n ——— 
- TA 


ce domeniul Speetrel liber este. determinat: de grosimea celei mai subțiri 


lame birefringente, Evident că aceste remarci sunt aplicabile filtrelor ce 
conțin mai multe astfel de lamele birefringente. 

* : A d L] 2 d “ К 7 ti 
sud Neinteresáàndu-ne fenomenele de interferență, faza Ф a fost negli- 
jatà. De esemenea, S-a admis că nxa optică a lamei birefringente ке gă- 
seste în planul acesteia. 

Relația (3.1083) ne arată că transmitanţa este maximă (egală cu 
0,5) ducă: 


A !ü т 


duds == (Ne — nd = тт, m +1, -- 2 (3.1084 


m Qo эү, T 43554 LOL Ur ) 


adică pentru lungimea de undă 


n UN S n,)d. _ àn:d 


== 


y An = —^,m = EL, +2,...(3.1085) 
m m 
Aceasta este valoarea lungimii de undă la care apare banda de trecere pen- 
tru filtrul considerat. 

Semilărgimea benzii se defineşte în modul următor 


1 | OL: 
> (Аха = Т =0,5) — MT — 0,25), (3.1086) 


adică dublul intervalului lungimilor de undă pentru care transmitanta 

este maximă (Tma —0,5) şi jumătate din transmitanţa maximă 
pad te у i " TUS Жейн itam. à 

E e =0,25). Din (3.1085) obţinem ì( T = 0,5), iar din (3.1083) ob- 
2 


servăm cá Toe Tax daca 


kd 


Г y2 Г т ТАА А mii 
98 md. —L—:-L-n T —(0, +2т)х, (3.1087) 
сов + 2 4 › ' 


de unde 
2 “An ‘d а а 
MT = 0,25) <————; т = +1, +9,... (81088) 
2m +0,5 
Obiinem astfel 
iy NI ааа spala Si caperet 
m” An-d 


pentru că am înlocuit valoarea lui m din relaţia (3.1085). ; 

Domeniul speotral liber al acestui filtru este definit oa dublul inter- 
valului spectral corespunzător lungimilor de undă pentru care T = Ts 
Și T Tus -0, decl 


3 A^ = n Tow) кн X Tai ). (3.1090) 


Din (3.1083) ве constată că 


Tan 50, dacă > (am 41). (3.1091) 
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adică 


1$ d An a 
X Ге) , т bli t РУ (3.1092) 
от | 
In consecinţă, 
A* 
A? = Р (3.1093) 
An. d 


Dacă între polarizorul si analizorul redaţi in figura 3.84 sunt У 
lamele birefringente de grosimi d, 2d, 4d, 8d, 16d, ... avem de-a face 
cu un filtru Lyot-Ohman. În acest caz, folosind același procedeu, obținem 
pentru transmitanţă expresia 


1 T Г с » 18 - ^" b ^ E 
du ss yov (2 ; Je (4 14 | у. eost (2^ xi 5): (3.1094) 
2 2 ] 2 2 | 2 


ы ө | CA 
Lungimea de undă, corespunzătoare de trecere este dată de relația 
(3.1085), iar relaţia (3.1093) de asemenea îşi păstrează valabilitatea. Se- 
milărgimea benzii devine însă 


0,886 1 : 
[Ae еа а (3.1094) 
9%. An" d 
Cum 
D =9N-q (3.1095) 


este grosimea ultimei lamele birefringente, expresia (3.1094) se mai poate 
Serie 
(A?) ь SAM (3.1096) 


Dacă N —1, factorul 0,886 devine 1 în concordanţă cu relaţiile obținute : 


(3.1083) şi (3.1089). 
Sá particularizăm rezultatul (3.1074) pentru cazul când polari- 


zorul și analizorul sunt inerucigafi, adică х = z А 
“i 
0 0 ; 
P, = ||. (3.1097) 


Alegem și de această dată, pentru simplitate, j == 40%, ceea ce implică 
pentru matricea Jones a lamei birefringente (3.1073): 
Nak ` ` 


COA == —isin— 
D 0 


W = \ (3.1098) 
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Veetorul Jones pentru faseieulul 


emergent va fi 


0 
A yon ТУНГ a 
A PWI 1 ۳ | (3.1099) 
V Ay 1 > 
2 
Explicit, 
A, 30, Ау тій dn (3.1100) 


in concordanță eu (3.1071). Fascieulul incident fiind nepolarizat, transmi- 
tanta Sistemului birefringent va fi 


HAS Nb. ГЫ d unit 
\ А„|* + |A|? see 20 825. 


rnm 


3.10 Alte tipuri de unde 


3.10.1. Unde termice 


După cum se va justifica ulterior, dacă într-un punct al mediului 
temperatura variază periodic în timp, temperatura în toate celelalte 
puncte ale mediului va trebui să varieze periodic. Acest fenomen poate 
fi descris în termenii teoriei undelor, aşa cum rezultă din analiza soluţiilor 
ecuaţiei căldurii. 

3.10.1.1. Ecuația căldurii. Este cunoscut faptul că mărimea fizică 
numită căldură nu este o mărime de stare, ci de proces. 

2 În teoria matematică a căldurii, propagarea căldurii este asimilată 
curgerii unui fluid. (Se înţelege, fizica actuală nu acceptă teoria flogis- 
iicá a secolului ХІХ !) 

Fie j densitatea fluxului termic ale cărei direcție si sens coincid cu 
direcţia, şi sensul propagării căldurii. Modulul acestui vector reprezintă 
căldura ce traversează în unitatea de timp unitatea de suprafață normală 
la direcția fluxului termic. 

Să stabilim ecuaţia diferenţială 2 propagării monodimensionale % 
căldurii folosind densitatea fluxului termic j. 

Fie un mediu nelimitat unde căldura se propagă de-a lungul di- 
reetiei.z (fig. 3.86). În general, proprietăţile mediului variază după această 

direcție gi cu distanța (variabila v), şi în timp. De aceea este natural 
să presupunem că j = 4(2, 0)... В 

Delimităm un cilindru inti- A 
nitezimal în acest mediu, cu axa а) 
orientată după direcția m, de (х). Jure 
lungime da gi arie transversală 


dreaptă A (fig. 3.80). چ پل‎ 
în intervalul d£, prin ex» x 
iremíitatea A a cilindrului con- Fig. 3.80 
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——_ e CC Е 


călduri 


sidorat intră căldura je) S dA ior prin extremitates B iese 
ju padas dt Daci în cilindrul mentione pătrunde călduri 
0] 


84 jun) * S dt Jur + da): А di x da 
; ga 


'« N dt, (3.1101) 


Dar, conform rexultatelor cunoscute din termodinamică, 
50 dm ë dT, 

unde e, este căldura specifică la volum constant, dT intervalul de 

temperatur, iar dm o'Sdr esto məsa cilindrului A B, р fiind den 


sitatoa acestuia. 
Din relațiile (3.1101) si (3.1102) obţinem 


ә? 
ч 


Rxperienţa arată că un flux termic se propagă doar dacă tempera- 
tura variază de la un punct la altul. De asemenea, căldura se prop: gái 
sensul deseresterii temperaturii. Fie o placă omogenă infinită, de gro 
sime 1. Dacă o fati a plăcii ве află lo temperatura T, iar cealaltă fat 
la temperatura 7, < 7, experienţa arată că fluxul termic este prop 
tional cu diferența de temperatură (7, — Т») și invers proporţional cu 
grosimea 1 a plăcii, 


iF- 


{ T, — Т» 
J == у — ih Bz р (3.1 104) 
l 
Aicì x este o constantă pozitivă a cărei valoare nu depinde decât de na- 
tura materialului plăcii si de starea sa fizică. Această constantă se nu- 
meste coeficient de conductibilitate termică. 
Admiţând că placa este infinitezimal de groasă, rezultă 1— dz. În 
plus, dacă аха a este orientată în sensul deseresterii temperaturii, atunci 
T, ¬ T(x), iar T, ¬ D(o -- да). Prin urmare, 


T, — T, T(x) — T(x -- д2 oT 
АБ [e Tte) — Ta + de) ES lever fy (3.1105) 
l da Qao 
Relaţia (3.1104) devine 
j aT 
JN o ара (3.1106) 


ھ0 


Accent rezultat rămâne evident valabil si când axa а este orientată in sen- 
sul creșterii temperaturii (acum l = йа), De asemenea, rezultatul se 
verifică în cazul general al unui mediu neomogen eu o repartiție arbi- 
un H temperaturii, În aceste situaţii, coefielentul de conductibilitate 
termică nu mai este constant, сі variază cu poziţia. 1 4 e 
di Mila. In problema mono- 
dimensională, х = х(а). | re 
Ecuafia căldurii 8e obţine inlocuind (3.1106) in (3.1103) 
: 3 


97. Qy 0T 
Pra ww i (3.1107) 
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nani pă up У N 1 ' m , A Р 
Preeizim doar faptul că осо (3.1107) nu ia în considerare sursele de 
căldură. 


, 3.10.1.2. Viteza undelor termice, Ne referim tot la cazul simplu al 
unui mediu omogen şi infinit în raport cu planul æ = 0. Axa 2 este orien- 
tată spre interiorul mediului, normal la planul ce-l delimitează. Admi- 
tem că la &uprafati temperatura variază după o lege armonică, deci pe 
riodie, oscilând în jurul unei valori medii. ‘Temperatura medie o уот 
alege zero, dacă convenim să o luăm ca origine a temperaturii, 

Fie aşadar, 


T = Ty exp[i(ot — kr)] (3.1108) 


cu To, o şi k constante. Intereseazá în ce condiţii relaţia (3.1108) este о 
soluţie à ecuaţiei căldurii. Dacă x este o constantă, cu notația 


pă 


X ———, (3.1109) 
Съ 
ecuaţia (3.1107) devine 
т далп 
или кош (3.1110) 
di д2? 
Observând că 
rn rm r4 
GUB sr i О алет (3.1111) 
dt д1 да? 
și înlocuind în (3.1110) obţinem condiţia căutată 
lo = KR. (3.1112) 


acá constanta о este reală si pozitivă la fel ca şi X, atunci 
Jaca constanta 3p 


а= (li) ls (3.1113) 


Soluţia (3.1102) devine : 


P= Т, ZE |3 оу (ы т ls 2 | (3.1114) 


м t m А СЦ. ăsură ce Je 
Experientia arată cà oReilatille termice ве amortizează pe măsură ce € 


Q 
У . \ ties] у} demas а |, 
pătrund în mediu, deci pe măsură ce creşte а, factorul exp | «JH X ) 
1 i tatea considerării numai 
trebuie вй Be micsoreze, Această plot necesitatea considerării 
a semnului minus din faţa radicalului, 


РТ ce e REA 3.1115) 
D= Т, exp (- г) охе us Va 3 ( 


дА inamicii 
imă principiile termodinamic 
icii сате exprimă principi a în expresia 


În ecuaţiile termodinam E Dea pentru o 


nu intervin mărimi complexe, imaginare ĝl, 
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(АТАА) mürimea T7 să aibă semnificația temperaturii este necesar să 
considerăm numai partea reală à ecuaţiei 


T Tool m О С | |; s| , (3.1116) 


Pertuürbatiile tormice descrise de soluţia (3.1116) se numesc unde 
termice, Supralaţa de undi (echifazied) este 


ot F lus m = const (3.1117) 


şi reprezintă un plan paralel cu suprafaţa mediului ce se deplasează de-a 
lungul axei e eu vitezu de fază : 


б = e с | = ا‎ @ (31118 


A es —— 2x || — (3.1119) 


cu т — perioada undei. 
Notând cu х coeficientul de atenuare al undei termice, 


о : LN 
a = || > > 0, (3.1120 


amplitudinea A a undei termice este, conform relației (3.1116), 
A —Ty,exp(— a). (3.1191) 


Rezultatul (3.1120) ne arată că atenuarea undelor termice creşte 
cu frecvenţa acesora. De aceea, practic interesează variațiile periodice 
foarte lente ale temperaturii. 

Cunoaşterea amortizării undelor termice in diverse materiale pre- 
zintá importanță practică pentru determinarea grosimii straturilor ter- 
moizolante, Se consideră că această grosime este suficientă pentru іхо- 
larea împotriva variațiilor periodice de temperatură, dacă temperature 
feței exterioare a învelișului este în opoziţie do fază cu temperatura feței 
interioare û acestuia, Referindu-ne la undele progresive, aceasta înseamnă 
Că 

[ot т ax] — [ot — ala + Vmin) ] == (mi = AM 
deci 
T 


(min? 9-—. (3.11 99) 
« 


Factorul de scădere al amplitudinii esto : 


хр (= aun) = exp (— m) = 0,043 
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si, in consecință. variații 
ques : d. variatiile ч n 
41,395 din variațiile trig mperaturii din interi 
lo - ғ 2 are ale тог А 
lemn, X = 143 + 10-9m2/8 rok бча temperaturii DI „nu reprezintă decât 
+ = lan, /$ lar din (3.1122) obține Pentru rumeguș de 
۹ e " Bu ' 
к Studiul undelor termic | In. du 3,77 m când 
zivităţii termice a solului P permite, de asemer 
۹ \ d. ў т ` "ai ză “ Ae Nea 1 2 d i 
3.1109), se : E recizim că mări ‚ dete area dif 
y 9), se numeşte difuzivitate te Ar, ДАБЫ, ОКЫ. "prin 
RU x F той û prin relati 
intr-adevăr, amplitudinil ө на 
ule undelor termice ] 
C зе 


хог fi, după (3.1121) E 
), à adàncimile h, 8i А 


A, = T, exp( — 2 
Гат o eXp(—ah,) şi А, = Т exp( — 
De aici, оёхр(— «a, ). аах 
2.1123) 
Xx = e | = R 
T In ^1 р 
\ dr (3.1124) 


O altă metodă 
odă de determi f 
rarea momentelor im ЧЕТ nare a difuzivitátii solului constă 1 Е 
ratură are valori maxime 99 Ја adâncimi diferite în sol туо аи 
= GE m x minime. " ? а ае tempe- 
om avea, din relaţia (3.1116), Spre exemplu, pentru valori NU 


ot, us 5 h == буз о) 
iis УЧЫ ән a mai m Оза ELD. 2 (81125) 
De aici 5 
im (iar : 
Ax V tı — ts ) т (3.1126) 


3.10.1.3. U i 

la ced рибе termice terestre. Să aplicăm rezultatele anterioare 

terestru prin Ж, termice excitate într-o pătură superficială a globului 

So va пај zilnică, si anuală a temperaturii. Pentru simplitate 

EI M ms iația este armonică. Perioadele oscilaţiilor fundamentale 
caz, egale respectiv cu un an şi cu o zi. Pe o distanţă 


(3.1121), amplitudinea 


2K T% 
ы E [s după cum rezultă din 
zd. scade de е ori (aici e este baza logaritmilor naturali). 
ncimile de penetraţie a undelor termice diurne si anuale 


8 4 
unt în următorul raport : 
an _ ES = |365 = 19. (3.1197) 


Tzi 


ын 
2. 


atură datorate încălzirii 
la o adâncime de 
turii produse de 
ul iernii & scoarței terestre 
re à nu mai fi sesiza- 
pinde de variațiile 
d cu evaluá- 
elor termice 


e de temper 
restre dispar 


le ale tempera 


ariatiil 
uprateţei te 
iaţiile аппа 
aa din timp 


dius E Pezienţa arată cá v 
aproxi și răcirii nocturne 4 8 
Moxie tiv 1m, Pentru variaţii 
este ape din timpul verii gi răcire int 
bile. La, sară o adâncime de aproximativ 20 m, 8p 
tem: adâncimi mai mari, temperatura Terre nu depinde 
emperaturii suprafeţei. Aceste rezultate ex perimentale coinci 

ar, distanța de penetrare à und 


rile teoretice de mai sus. Аѕай 
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in sol este neglijabilă comparativ cu raza Pământului. De aceea putem 
considera suprafața terestră ca plană în acest context. 

Observațiile arată că viteza de propagare a undelor termice având 
о perioadă de o zi este de aproximativ 1 т/і, iar viteza undelor cu p°- 
rioada de un an este de 0,046 m/zi. Drept urmare, 


Vi Р 1 00 2 1123 
®——— > 22. (3.1128) 


а nm 


Contorm teoriei, după relaţia (3.1118) 


Vi ГА УЕ, [ - que 
— = V УЛЫ == | =" —V365 = 19. (3.1129) 
Van y ark I Tan 


"zi 


Putem considera rezultatul teoretic foarte bun ţinând cont de faptul 
că Terra nu este mediul omogen postulat de teorie. 

3.10.1.4. Răcirea unui mediu semi-infinit. Rezultatele acestui para- 
graf le vom utiliza pentru a estima vârsta Terrei. р 

Fie, așadar, un mediu omogen се ocupă tot spaţiul semiinfinit 
limitat de planul = = 0. La momentul t = 0 temperatura mediului este 
pretutindeni uniformă şi egală cu Т„. Temperatura T, + Т, a suprafeței 
mediului este menţinută constantă. Problema constă în a calcula distri- 
butia temperaturii T(z, t) si a fost rezolvată de W. Thomson. 

Axa т este orientată spre interiorul mediului, normal la suprafața 
acestuia. Distribuţia temperaturii este determinată de ecuația căldurii 
(3.1107). Intereseazá initial ce legătură se poate realiza între variabilele 
Т, z. t şi parametrii To, Т,, y. Mărimile adimensionale ce se pot forma 
aues ds CESS 
sunt —-, —-gi — 

gom. xm 
temperaturii în mediu poate fi scrisă sub forma unei relaţii funcționale 
intre aceste mărimi adimensionale 


Eus H (ко (3.1130) 


. Analiza dimensională ne spune că distribuţia 


Т, үй 
Fie noua variabilă, 
c 
E = = 3.1131) 
2Y xi Ge 
și funcţia 
T = (8). (3.1132) 
Ecuația (3.1107) devine in acest caz 
ga d NE 
үт ктер ohne (3.1133) 


Notând «(£) = z rezultă din (3.1133) 


u(£) = М. == 0. exp(— £t), (3.1134) 
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unde €, este o constantă de integrare, De aici 


TE) хі 
Em 0, XT фа) dE -- 0, (3.1135) 
d % 
C, find о nouă constantă de integrare, 


ЫЛ el pentru d 0, T T deci 0. T. Apoi, 
(0, Pe: з 


à momentul 
0* 


со 


г / 
T, = OY exp(— E3) dE -+ 7, : E Of HT. (3.1136) 
0 
Determinând de aici constanta 0,, expresia (3.1135) se va serie 
X хү xe 
T = —(T,— T) V exp(— £2) d£ + T. (3.1137) 
yx 


Pentru a obţine gradientul de temperatură este necesar să derivám rezul- 
tatul obţinut în raport cu 2, 


Eu oW, [= di (3.1138) 
да її 4xt 
La suprafaţa mediului, 2 = 0 şi 
aT Т, Т T,— T, 


)3.1139 = 2 = س 
да V xxt б «t e‏ 


unde v este viteza de fază a undelor termice. 

Dacă. problema, răcirii Terrei este asemănătoare răcirii unui mediu 
semi-infinit, din (3.1139) putem estima vârsta Pământului. Thomson à 
admis că T, = 0°C, iar T, = 4000 °0, adică temperatura de solidificare 
a rocilor. Luând т = 1 zi, iar о ~ 1 m/zi rezultă 


1 = 10? ani, (3.1140) 


pentru că măsurătorile au indicat valoarea gradientului de temperatură 
^ T! 

21 м 23 ‚ ceea co înseamnă că de la adâncimi mai mari de 20 m, 
0c 25 

temperatura creşte cu un grad pe un interval de 25 m spre centrul 
Pământului. Această estimare este destul de imprecisă pentru că nu ţine 
cont de intensa degajare de energie ce însoţeşte reacţiile nucleare din inte- 
riorul scoarţei terestre, Nu există totuşi până astăzi o teorie unanim ко 
tată, referitoare la formarea Pământului și de aceea rămâne greu de 
răspuns la întrebarea : care este vârsta Pământului f 


3.10.2. Unde capilare 
prafata lichidelor sub 


i. Pentru aceasta 
E arătat 


Studiem succint undele oe se, propagi nam 
acţiunea forțelor de tensiune superficiala și i 
Eie АНЕКС este incompresibil, Apoi, este relativ uşor de 
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că pentru o astfel de undă armonică, plană si progresivă, de mică ampli 
tudine, fiecare particulă de fluid se deplasează pe un cere conținut într-un 


Raza > 


dan vertical ce conţine si directia de propagare a undei. 
0 [s t 
(БА 


a cercului este considerată mică în raport eu lungimea de undă 2. Acei 
rază scade exponențial pe măsură ce ne indepărtăm de suprafața lichidului 
Față de un referential imobil, particulele fluidului se deplasează pe un 
cere de rază r. Faţă de un referen(ial ce se deplasează cu viteza de Гала 
e a undei, undele sunt imobile. Oscilaţiile orizontale ale particulelor 
mediului se neglijează, deoarece am admis că r € 2. Asadar, miscarea 


unei particule este compusă dintr-o deplasare uniformă cu viteza v $1 o 
rotație uniformă pe circumferința cercului de rază r 
Ят 07 
gp OL, ар rsin ol —nsin———. (3.1141) 
A 
Eliminând timpul, obținem ecuaţia traiectoriei 
© = rsin 2x — (3,1142) 


A 


care este o sinusoidă. 

În referențialul utilizat curgerea lichidului este permanentă, iar 
spațiul delimitat de sinusoidele AB şi A'B' formează un tub de curent 
pentru care este aplicabilă legea lui Bernoulli. Dacă w este viteza de 
deplasare a particulei de fluid pe traiectoria circulară, atunci în punctul 
A viteza sa este (v — u), iar în punctul B este (v + u). Ecuatia lui 
Bernoulli se scrie, evident, 


1 5 1 ^ ; 
Pa + pg: 2r + IS e(o — u)? = ps + E elv + 0)2. (3.1143) 
De aici 

(Pa = Po) + 2pgr = 2 pvu. (3.1144) 

Pe de altá parte, ya 

: JS 2r i nro 

= جاج‎ PR صب‎ (3.1145) 
T X (3.11 15 


Formula lui Laplace ne oferă posibilitatea să ex plicitiim presiunile hidro- 
statice din punetele A şi В, 


Da к= + а К, Pr = Ро — c K, (3.1146) 


unde. ро este presiunea, atmosterică, inr К este curbura absoluti a sinu- 
soidei în punctele A și В, Se înţelege că c este coeficienul de {епзїйпө 
superficială, à 
Dacă curba este dată prin ecuaţiile par i 
^ curba i ametriee, atunci curbura s 
calculează cu ajutorul formulei Буйга se 


K а y 4 ҮҮ о doc л ырдо ачардын жай (3.1147): 
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In cazul nostru, 


Е ct, Ф’ г, ї'.== 0; 
| 
iv 0, y 0, y" 0, (3.1143) 
| 1 
(e sin et. Ir : Po) COS wt, е rw? sin ef, 
iar in punctul A, z = — r si sin wt 1; în punctul B, z = r şi зіпоѓ 
= + 1. Obtinem în acest caz 
Я Avr 
Ka. (3.1149 
A? 


Inlocuind rezultatele (3.1145), (3.1146) si (3.1149) in (3.1144) se 
obtine expresia vitezei de fazá 


2x PN n 
JE e EUR c (3.1150) 
e) aT 


Deoarece viteza de fază este o funcție de lungimea de undă, mediul respectiv 
este dispersiv, viteza de grup diferind de viteza de fază. 


m) 2ro à EC i = 2 
Dacă ^7 >= -, tensiunea superficială nu joacă un rol semni- 


9 

27 Хр 
ficativ ; spunem că în fluid se propagă unde elastice gravitaționale cu viteza 
de fază 


кк EAE (3.1151 
Ar 


А, . 2пс ۸ EE m 
Dimpotrivă, dacă —— > I greutatea nu este esenţială. Undele 


5 


ч 


e v 
sunt numite unde capilare şi au viteza de fază 


Iro 
ا‎ peni 3.11532) 
1 | Xp (9 


Observarea undelor capilare ne permite să determinăm coeficientul 
de tensiune superficială dacă cunoaștem v si А. Pentru aceasta, cu ajutorul 
unei tije, se produc la suprafața lichidului unde capilare circulare şi se 
măsoară frecvenţa v = v/a si lungimea de undi. 


3.10.3. Unde in suprafluid 


Heliul a fost lichefiat pentru prima dată de către Kamerlingh Onnes, 
la 10 iulie 1908, în laboratorul din Leiden, Onnes și Boks au observat că 
la 217 К, densitatea heliului lichid troco printr-un maxim. Măsurând 
căldura specifică in tuneţie йө tomperatură, Keesom M Clusius (1932) 
au obținut un maxim ascuţit tot la 2,17 К. Deoarece forma curbei de 
variaţie a căldurii specifico cu temperatura soamina ou litera grecească 
». fenomenul a fost numit tranziție à. Această tranziţie eate o wanalormare 
de fază de speța a doua. La T = 1,14 К, curba A intersectează curba do 
topire în diagrama de fază, impii (ind asttel faza lichidă in donă domenii : 
He I în intervalul T, — 4,2 K gi He II, fază existentă sub punctul 7. 


Experiențele referitoare la dependența coeficientului de vâscozitate 
y de temperatură la Но lichid au demonstrat marea diferenţă dintre vorm- 
portarea He II gi lichidele obişnuite : in loc să crească cu scăderea tenm- 
peraturii, ca la lichidele clasice, 7 la He TI este practic constant până la 
T = 2,6 K, având o mărime apropiată de cea a gazelor. În general, He 11 
nu prezintă våscozitate. 

Kapitza numeşte acest fenomen deosebit suprafluiditate. Curgerea 
He П nu se poate descrie prin intermediul legilor hidrodinamicii clasice. 
Nu este aici locul de a analiza în amănunt aceste probleme. Remareám 
doar că Не II este considerat un amestec de două fluide : un gaz Вохе- 
Einstein condensat si heliu normal. Tisza a admis că He II, componenta 
normală, respectă legile hidrodinamicii fluidelor obișnuite. Componenta, 
suprafluidă se deplsează între atomii heliului normal fără să poată par- 
ticipa la nici un fenomen de disipare. Pe baza acestor presupuneri se 
poate construi sistemul de ecuaţii de bază ale hidrodinamicii He II. 

Densitatea totală a heliului este suma densităților componentei 
normale (ən) si suprafluide (ps), 


e E en -- Ps- (3.1153) 


Densitatea totală de flux de masă, sau densitatea de impuls, se 
va scrie 
m == раа + рг0,, i (3.1154) 


cu ?, şi ?, vitezele componentelor normală şi suprafluidá. 

Ne interesează să analizăm succint propagarea perturbatiilor slabe 
în He II. Sistemul de ecuații de bază ale hidrodinamicii He II este neliniar. 
El se poate liniariza admițând că perturbațiile sunt suficient de mici astfel 
ca să putem neglija termenii de ordin doi. Nu se consideră nici termenii 
disipativi. Sistemul liniarizat are forma : 


д8 т 

0, (3.1155) 
дї 

388 

—— N Và,) = 0, (3.1156) 
ot 

д 
—- -+ V(8p) = 0, (3.1157) 
öt 

Q0, 

ih = У(д) = 0, (3.1153) 


unde 8р este perturbatia densităţii, 3S — perturbarea entropiei unității 
{ ATU „ent i unității 
de volum а He II, 3p —perturbarea presiunii, iar du eer bad a ah A 

tialului chimic (definit ea potențialul Gibbs al unităţii de masă). 
În studiul micilor perturbații ne putem limita la propagarea unei 
componente monocromatice de forma : ; ы 
f = dfo expl (оѓ — K: )]. (3.1159) 

Înlocuind în ecuaţiile (3.1155) — (3.1158) obținem 

одр = b» т = 0, (3.1160) 
%88 = Sk 5, = 0, (3.1161) 
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om == k: Вр = 0, (5.1162) 


oU, — Kk Bp = 0. (3.1163) 
BEliminànd m din оспе (3.1100) și (3.11062), rezultă, 
wò p Y 8р 0. (3.1 164) 


Dacă variațiile donsităţii şi ale presiunii sunt, atát de rapide încât pro- 
cosul să poată ti considerat izontropie, atunci 


др == м) др 
0р /s 


iat viteza de fază a undei este 


— 


5.1165) 


2 on) 
v کے‎ ТЛ == A | 5 
Ü 0 p/s 


Aceste unde sunt undele sonore obisnuite (evident, nu ne referim la domeniul 
audibil). Componentele normală şi suprafluidă se propagă în fază, pro- 
ducând variații ale densității si presiunii. 

P^. о, ecuaţia (3.1162) cu Kk, ecuaţia 
9 


(3.1163) cu — psk, adunându-le şi folosind (3.1154), obţinem 


— 


3.1166) 


Înmulţind ecuaţia (3.1161) cu - 


9 e > 9 NI P g „= 
ig 05 + k*(p,8p p= 0. (3.1161) 
А 


Din termodinamică este cunoscut faptul că 
لم‎ = — ST. -{- 8р. (3.1163). 


Acest rezultat, împreună cu (3.1164), ne dă 


Sa ap cas mp (3.1169) 
(n 
5 PIST VR М Я : 
este entropia unităţii de mâsă. Aşadar, apare o noui undă, 
р 


numită al doilea sunet, со se propagă cu viteza de fază 


unde o 


0) Pa. e 
0, га (3.1170) 
k e à А 


Acum араг pulsaţii ale entropiei unităţii de masă a He II si ale tempera- 
turii. Se poate arăta ugor că de această dată componentele normale si 
suprafluide oscilează în opoziţie de fază, tapt аге conduce, din сайла 
entropiei lor diferite, Ја apariția unor pulsutii ale entropiei si ale densităţii. 
Asemenea unde nu арат la fluldelg орз ELO E 
Pe suprafaţa He 11 se pot propaga, in mor agemănă от ca pe suprafața 
lichidelor normale, unde capilare. Aceste: undo au fost numite al treilea 
SUA in cazul He II si sunt importante in cazul pelieulelor subțiri de 


Ho II. 
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Dacă d este grosimea peliculei, iar y' tensiunea superficială a ei, 
eeua(ia de dispersie este 


Ы Y 4 kWth Ка. (3.1171) 


e 


Se observă de aici că unda aceasta se propagă numai de-a lungul compo 
nentei suprafluide. 

În interiorul unor capilare se pot propaga in cazul He II, de asemenea, 
unde specifice, care nu apar la alte fluide. Componenta, normală, în acest 
caz în interiorul capilarului este imobilă, iar componenta suprafluidă efec- 
tuează oscilații. Prin capilar se propagă o undă, numită al patrulea sunet, 
a cărei viteză de fază este o combinație a vitezelor +, şi v», 


E £e. OP Ps o ; т 
ше Эё: "P D Pa о р Ёп о (3.1172) 
о ёо ес 01. “Т 05. 
i Uu e A. 2 
„Т “ " 
€ 


3.10.4. Unde magnctohidrodinamice 


Problema centrală a magnetohidrodinamicii este următoarea : dacă 
un fluid conductor electric se găseşte într-un câmp magnetic, mișcarea 
fluidului determină, producerea unui câmp electric $i a unor curenţi elec- 
trici. Interacțiunea dintre fluidul conductor parcurs de curenţi si câmpul 
electromagnetic produs atât de transportul sarcinilor electrice cât si de 
sursele exterioare, determină un cuplaj între forțele mecanice si cele electro- 
magnetice, rezultând o mişcare oscilatorie magnetohidrodinamică. 

3.10.4.1. Ecuațiile de bază ale magnetohidrodinamieii. Aceste 
ecuaţii ne dau posibilitatea de a studia sistemele ionizate în interacţiune 
cu câmpul electromagnetice în variaţie lentă. Ecuațiile de bază ale magneto- 
hidrodinamicii sunt : 

a) ecuaţia de continuitate 


др $ 
— F V) = 0, (31173) 
et 
; i (ub k | 
unde pas NM- Nema este densitatea plasmei, iar б = nan, + 


Д p › ri p ДП { I21 "n е 
+ Mm) este viteza centrului de masă a elementului infinitezimal de 
x л g { 1 v x б ' 
plasmă. Evident, m și ne reprezintă numărul de ioni, respectiv de elec- 
troni din unitatea de volum, lar mu 51 me sunt masele ionilor si a electronilor : 
b) ecuaţia Navier-Stokes, 


gö х ` ; a 
| Tm G-vy | : g*E + jx — Vp (Уд) 4 (s Я : a) WV. 6). 
3 


& € 


sarcina electrică a electronului şi a ionului; / este intensitatea cimpului 
electric ; j = neee + тб este densitatea de curent; В defineşte inducția 
magnetică; p == pe + pu este presiunea plasmei egală cu suma dintre 
presiunea celor două fluide, electronic si ionice, fluide ce pot ti con- 
siderate în cadrul fizicii plasmel ca gaze perfecte ; Ё si u sunt cei doi coefi- 
cienti de váscozitate ; ; 


Aici р? == nq, + nq, este sarcina totală a unităţii de volum cu Qe şi qi 
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e) ecuatia energici 


‹ Б* 


V GUESS = (UE 4 9 x B) ( PV) = Vi: (3.1175) 


Aiei am notat cu К® densitatea de energie termică, cu P un tensor legat 
de densitatea curentului de impuls, iar eu d vectorul intensității curentului 
de energie termică pentru gazele monoatomice ionizate ; 

d) ecuaţiile lui Maxwell 


Vox Н ich, (3.1176) 
Р cl 

; 1; 
VxE ж. (3.1177) 

et 
VB зь 0, (3.1178) 
VD pt (3.1179) 

cu 
D co si Deu (3.1180) 
e) ecuaţiile de material pentru fenomenele ireversibile 

7 = 6410847 х B) — &(VT), (3.1131) 
û = 6a1 (U + 2х В) = (YD, (3.1182) 
Py wg DSi. (3.1183) 


Noile mărimi au următoarele semnificaţii : T — temperatura, 6 — ten- 
soru] conductibilităţii electrice, & — tensorul caracteristice fenomenelor 
termoelectrice, € — tensorul conductibilităţii termice, Ti — componentele 
tangentiale ale tensiunii. 

'l'engorul zy fiind exprimat prin derivatele vitezei, iar tensorii 9, X, ê 
fiind constante de material, acest sistem de ecuaţii formează un sistem 


4 


complet dacă mai adăugăm si ecuația de state 
p = plo T) (3.1184) 


Totalitatea acestor ecuaţii au fost deduse in ipoteza modelului ga- 
„ului ionizat. Dar aceste ecuaţii au un caracter mult mai general decât 
cel limitat la gaze ionizate. 

30.4.2. Unele teoreme generale. luidul conductor se deplasează 
intr-un ойр electromagnetice, Aceasta implied induetia unui curent elec- 
tric, ceca со dá naștere unui câmp magnetic suplimentar, caro va intluenta 
miscarea plasmei, va duce la apariţia unor noi curenţi electrici ete. Avem 
deci o complexă interacțiune intre câmpul electromagnetie si cel hidro 
dinamice. Dacă se ţine cont de toate fenomenole care pot avea loe, tratarea 
acestei interacțiuni devine practic imposibilă. În majoritatea problemelor 
practice însă, anumite fenomene pot Îi neglijate. ''inànd cont de anumite 
proprietăţi esenţiale, de alei pot fi deduse legi importante, care pot. fi 
extinse în anumită măsură și dincolo de domeniul lor strict de aplica- 
bilitate. TR 
Cole 12 ecuaţii (3.1173) == (9.1184) formează sistemul de ecuaţii de 
bază ale magnetohidrodinamieii plasmei reale, Întregul sisten se simplifică 


379 


foarte mult dacă fenomenele disipative sunt neglijabile, сееп co ger 
T" E 0, iar rezistivitatea — plasmel devine egală cu zero, eni i 
+4 A 3 1 7 { ' П РР e D V Ad 

6 - 6, — oo, Neexistünd gradien(i termici, j din (5 1181) va avea valori 
finite numai dacà 


E 1 я X I 0. (OLE) 
Plasma în саго nu apat fenomene disipative se numeşte “ж ideală 
Într-o astfel de plasmă nu pot apărea sarcini libere, deci р Жа | 
Fie X suprafaţa obţinută prin sec(ionarea unui tub de forță a 
1 "m i 4 Й D 47 | OT] 

câmpului magnetic din plasmă. Tensiunea electromotoare indusă in 

turul Z al acestei suprafețe în timpul deplasării ei va fi 
do 


dt 


(3.1156) 


Pentru plasma ideală, deplasarea sarcinilor electrice asigură tot- 
deauna anularea câmpului electric interior, deci si tensiunea electro- 
motoare va fi egală cu zero 


do 


= 0, (3.1137) 
dt 


adică fluxul inductiei magnetice prin suprafaţa X este constant : 
Ф — const. (3.1133) 


Aşadar, în plasmă se vor induce astfel de curenţi electrici, încât câmpul 
magnetic al acestora să asigure valoarea constantă a fluxului magnetice 
în orice element de plasmă. Deplasându-se, va transporta cu sine câripul 
magnetic propriu, asigurând totdeauna condiţia (3.1188) pentru orice 
element de volum. Astfel plasma se va deplasa împreună cu câmpul siu 
magnetic, ca și cum acesta ar fi strâns legat de plasmă, „ingheţat” în ea. 
Aceasta este teorema înghețării câmpului magnetic în plasmă. Conform 
teoremei, în prezenţa plasmei liniile de inducţie magnetică nu sunt numai 
reprezentări grafice ale câmpului de forţă, ci ele au în anumită mă- 
sură un sens fizic mult mai profund, fiind legate de elementele plasmei si 
deplasându-se împreună cu ele. 

О proprietate analogă are vectorul circulaţiei vitezei їп cazul 
hidrodinamicii obisnuite. 

Teorema lui Thomson precizează : dacă miscarea unui fluid ideal se 
produce sub acţiunea unor forţe care derivă dintr-un potential si ducă 
densitatea este funetie de presiune, cireulstis vitezei pe orice contur fluid 
rămâne constantă in tot timpul mişcării. Dacă este îndeplinită condiţia 
a forțele cu caracter electromagnetic să derive dintr-un potential, legea 
lui "Thomson este valabilă si în cadrul magnetohidrodinamicii, Deoarece 
forta de proveniență electromagnetică este (7 XB), condiția ca teorema 
jui Thomson să fie satisfăcută se formulează, după Kaplan, sub forma: 


B - 
V «| «s x) | 0. 
e 
3.10,4,3. Propagarea undelor magnetohidrodinamie 
gene infinite, Într-o plasmă în repaus, cu densitate: 
află într-un câmp magnetice D, == const 


(3.1189) 


e în medii omo- 
э po 3= const, Core se 
produs de surse exterioare, se 
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generează o mică porturbalie. lu acest caz, mărimile ро Po D, igi vor 
sehimbo valoarea, devenind 


е = ро Sp, p =p t+ 8p B =B, 3B. (3.1190) 


; De asemenea, elementele de plasmă vor fi puse in mişcare având 
viteze è mici, de ordinul de mărime al micilor perturbații yi vor apărea în 
interiorul plasmei curenți electrici, având densitatea ' de acelasi ordin 
de mărime. Din ecuaţiile de bază ale magnetohidrodinamicii obținem ur 
mătorul sistem liniarizat 


8 

E92. b (VES) =0, (3.1191) 
д1 
0% ] i ^b К 

р 18 х(Ух 28) V(8p) = 0, (3.1192) 
01 Ho 

98.8 Аз. 

997 .IVx(6xB)] =0, (3.1193) 
ot 

V- (èB) =0, (3.1194) 

dp = Ùp, (3.1195) 


cu e, viteza sunetului. Efectele disipative au fost neglijate. Dacă vectorul 
de undă are componentele E =(0,0,k), iar B= (0, By, Bj), vom căuta 
soluțiile sistemului (3.1191) — (3.1195) sub forma unei unde monocro- 
matice şi plane, 


f =foexp L—i(ot — k-5)]. (3.1196) 
Prin înlocuire, rezultatul este următorul : 
k 
оро, + — В.В, =0, (3.1191) 
Ho 
oð B, + kB; = 0, (3.1198) 
К 
o ply uc SIBI В, =0, (3.1199) 
Ho 
k ; а : 
apt, — Bud Bu — okòp =0, (3.1200) 
Ho 
wd By e B,v, — kB = 0, (3.1201) 
П, UP (3.1202) 
одр — lige, = 0. (3.1203) 


Pentru simplitate 8-2 о a gta Zero. la mărimile neperturbate şi am- 
папе micilor perturbații. 

i umalla ДОШ keen (3.1 107) şi (3.1198) formează un sistem inde- 
pendent, ce corespunde unor oscilații po direotia рарга Sin ро 
E, cât gi pe B. Undele corespunzătoare sunt bronsver Sa ay NM ронан, 
Cum pentru ele 8р==0, inseamnă că nu produo pu sapi ire Сапа. 
Vor apărea deci atât în sistemele compresibile, Àt S oe $ ш Tam 
bile. Subsistemul (3.1197), (3.1198) admite so utie nebanală dac: 


k? 2 (3.1904 
оёр ue ^: B} == 0; (3.1 04) 
0 
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Viteza de fază va fi 


[0] 1 i А Б 205) 
ШҮ a (ù, le) (3.1205) 
l k j 
iar viteza de grup : 
Do TERREA LA (3.1206) 
op 


Această undă corespunde undei Alfvén. Perturbaţiile de tip Alfvén se 
vor propaga de-a lungul liniilor de forță. Cum liniile de forţă ale câmpului 
magnetic sunt îngheţate în plasmă, odată cu oscilatia plasmei vor oscila 
si Liniile de inducţie magnetică în direcția perpendiculară pe direcția lor 
inițială. Aşadar, putem considera undele Alfvén ca propagarea defor- 
maţiilor de forță magnetică de-a lungul câmpului initial omogen. 
Ecuatiile (3.1199) — (3.1203) formeazá un nou subsistem ce admite 
soluţie nebanalá dacă 
ot — o? (U? +e) k? + UF — 0. (3.1201) 


Cele două soluţii ale acestei ecuaţii corespund undelor magneto- 
acustice. Vitezele lor de fază sunt 


1 4 
Urna == то- {VUF 4 2000 cost 4-1] 0° 4- cj — 20,0 cos9j, (3.1208) 


unde 0 este unghiul dintre vectorii b si В. Cele două semne corespund 
vitezelor undelor rapide ( +) şi lente ( —). 1 
3.10.4.4. Instabilitatea  magnetohidrodinamică. În  magnetohidro- 
dinamică, ca si în hidrodinamica obişnuită, se pot ivi cazuri când in inte- 
riorul mediului există diferente de temperatură. Dacă în mediul studiat 
toate punctele aflate 1а acelaşi nivel au aceeaşi temperatură şi densitate 
înseamnă cá T(z) şi p(2) sunt numai funcții de coordonata 2, axa 2 fiind 
dirijată in sens opus acceleratiei gravitaționale. Cum la presiune constantă 
densitatea scade cu mărirea temperaturii, dacă temperatura mediului 
descrește în direcţia axei Oz, straturile de jos ale fluidului sunt mai putin 
dense decât cele superioare. Înlipsa perturbaţiilor exterioare, suprafețele 
T —const si р =const fiind orizontale, echilibrul nu se strică; ar fi 
prezent doar un gradient de temperatură, care ar produce conduetia ter- 
mică a fluidului. În momentul, însă, in care apare o perturbatie exterioară 
normala la suprafeţele o — const nu mai este paralelă cu acceleraţia gravi- 
taţională şi se poate realiza situaţia ca, prin schimbul de substanţă sub 
formă de convecţie din straturile superioare cu temperatură mai joasă către 
straturile inferioare, sistemul să ajungă într-o stare mai stabilă, efec- 
tuánd lueru mecanic în contul forţelor gravitaționale. Tratarea teoretică 
corectă a acestui fenomen în cadrul hidrodinamicii a fost dată de către 
Rayleigh. El а demonstrat că în cazul unui fluid încălzit de jos apare con- 
veetia dacă numărul adimensional 
fh 
Б = и (3.1209) 
gv 
este suficient de mare (pentru diverse situații R esto cuprins în intervalul 
estimativ 650—120 000). Acest număr se numeşte numărul Rayleigh. 
Semnificația mărimilor ce intervin în expresia (3.1209) este următoarea : 


g — accelerația gravitațională, «— coeficientul de dilatare termică in 
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volum, @ — gradientul de temperatură, | — grosimea stratului încălzit, 


oui a рее не ао p A ; j Wt 3 : 
e —conductibilitatea termică, y = — — vâscozitatea cinematică a mediului. 


{ р 

. , QConvee(ia fluidului încălzit de jos se petrece in celule de dimensiuni 
finite, având baza in general de forma unui hexagon regulat (celule Bénard). 
De-a lungul axei centrale 2 celulei fluidul se ridică, iar de-a lungul pereţilor 
laterali coboară. O astfel de mişcare este esențial tridimensională. Putem 
spune că lichidul se autoorganizează sub forma unor prisme hexagonale. 
Privită astfel, instabilitatea Bénard a contribuit la generalizarea termo- 
dinamicii proceselor ireversibile (Glensdorff si Prigogine, 1971). Evident, 
fluidul conductor din punet de vedere electric, situat în câmp magnetic, 
este influenţat foarte în mult mișcarea sa de prezenţa acestuia. 

Menţionăm doar faptul că în magnetohidrodinamică există multe 
alte tipuri de instebilitáti în afara instabilității Bénard. Tratarea ama- 
nuntiti > acestor probleme nu intră în obiectivele acestei cărți. 

3.10.4.5. Unde Alfvén. Dorim să facem o succintă prezentore 2 
influenței câmpului gravitațional asupra propagării undelor Alfvén. 
Câmpul gravitațional produce o variaţie 4 densităţii plasmei în interiorul 
suprafetelor magnetice ale sistemelor in echilibru static. Din această cauză, 
oscilaţiile care se produc în interiorul suprafeţelor magnetice fără să le 
deformeze se efectuează de-a lungul unor traiectorii unde р + const. 
Ттесегез unei cantităţi de plasmă dintr-un domeniu cu densitate mai mare 
intr-un domeniu cu densitate mai mică va produce o extindere 2 volumului 
elementar de plasmă şi astfel poate conduce la o pulsaiie a densităţii. 
Deci, osciletiile transversale corespunzătoare undelor Alfvén vor produce 
variaţii periodice ale densităţii plasmei, iar acestea, la rândul lor, pot da 
naștere unor unde magnetoacustice locale. 

În prezenţa câmpului gravitațional ecuaţia de mişcare este 


ах 1 2H dă T. 1 = Э ә (5 
de  Y(3p) + (89(V 4) + — [Bx(5x.0)]4+— [0 x(VxB)]=0, (3.1210) 
üt Ho Ho 

eu Фф potențialul câmpului gravitațional, iar b — mărimea perturbatiei 


j tiei magnetice. 

induc КККК termen din ecuația (3.1210) face ca sistemul de ecuat ii ale 
oscilatiilor de tip Alfvén să fie cuplat prin ecuaţia de continuitate cu 
sistemul corespunzător undelor magnetoacustice. Se poate M in 
prezenţa câmpului gravitațional oscilotiile globale de tipul Alis dn pot 
apărea numai dacă liniile de forţă ale 'âmpului magnetic Sunt (A care 
punct perpendiculare pe HIRE AIDES de intersecţia suprafetelor 
ohinofenfiale cu suprafeţele magnetice, "s ' 
porene ORA îi mare importanţă in ast M а а) ү 
relativiste nu pot fi neglijate. Referindu-ne Ја үи asi et үн C X EN de 
relatia (3.1206), в observăm că ea creşte cu € à i re A ia P us илет 
terea lui р. Astfel, conform rezultatelor роде} айса» Ad tea Че ice 
netice suficient de intense, intr-o plasmă eu СЫ id vh i A s in 
viteza de grup a undelor magnetohidrodinamk 9 өгү pa К е 
depăși viteza luminii, Acest rezultat se datorește inapheabilităţ 

clasice la domeniile unde + 
RO (3.1211) 
y ор 
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tul: 


AM 


unde e este viteza luminii in vid, iar 0 unghiul dintre 


siviste conduce la următoarea expresio pentru viteza de fază 


Teoria baxati pe eeualile covariante ale magnetohidrodinamicii 


a undelor 
УЕ 

Uo cond y (3.1212) 
Vi Us 


AM 
Viazi 


vectorul de undă k 


si liniile de câmp magnetic. Aici 


eu 


aflată in câmp magnetie. Evident 
Este clar din relația (3.1212) că tria 


Does io. (3.1913) 
0 
V uow 


B, — inducția magnetică, iar w — densitatea de entalpie ) e 
4 mărimea Uo este adimensionalá. 
nu poate depăși valoarea vitezei 


a plasmei 


luminii în vid. 
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